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ANEXO 11

UNA TEORIA ACERCA DE LOS FLUJOS ECONOMICOS
TERRITORIALES

1. LA NATURALEZA DINAMICA DE LOS FLUJOS TERRITORIALES
1.1. CONCEPTOS PREVIOS Y CONSTANCIA DEL FLUJO ECONOMICO

Es bien conocido cémo, en la realidad territorial, los bienes
econdmicos, los servicios y el dinero o las 6rdenes de pago se desplazan
desde unos nucleos territoriales a otros a través de las redes de transporte, de
telecomunicacién y de teleproceso. En este sentido, podemos considerar a Q
(expresable en €/hora) como el caudal econémico, o sea, la masa econémica
por unidad de tiempo, que fluye con cierta regularidad desde un territorio T a
otro territorio T' o, mas concretamente, entre sus capitalidades, sedes
institucionales o centros de masas respectivos. La masa econdmica de
recursos a conducir desde T a T' fluira, en buena medida, debido a que en el
extremo T la energia econdmica potencial es mayor que en el T,
produciéndose el flujo bien de un modo natural o forzado.

Obviamente, todo ello implicara la consideracién de una cierta seccién
o capacidad econdmica S (expresable en €/km.) de la via comunicativa que
constituye su nexo de unién, asi como de una velocidad fisica o real v
(km./hora) de desplazamiento de los recursos, volumen o masa econémica V
(euros) desde T hasta T'. De este modo, en dos puntos cualesquiera de dicha
via de comunicacion o eje territorial 1 y 2, el caudal econémico mantiene su
constancia e imperturbabilidad, con lo que se cumplira que:

Q=S1 " V4 =82 vy =cte.,
y ello en el triple supuesto de que:

a) No se produzcan ganancias, pérdidas o devaluaciones incontroladas del
mismo a lo largo de su trayectoria por el tramo del eje comunicativo
territorial TT'.

b) La densidad & = p de la masa economica sea la misma en todos los puntos
del eje. Ello resulta ciertamente hipotético habida cuenta de que el precio
de las mercancias o servicios circulantes es diferente, a salvo de la
consideracion de su valor promedio para un periodo de tiempo
suficientemente largo.
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c) La hipdtesis expresada de constancia del caudal econdmico entre los
diferentes puntos o lugares geograficos de un eje comunicativo territorial,
debe entenderse como coyuntural o referida a un periodo determinado de
tiempo y para unas concretas fuerzas econémicas de demanda y oferta de
la masa desplazable de bienes y servicios. Se trata, pues, de un modelo
mas bien estatico que dinamico.

De la anterior ecuacion de continuidad se deduce, asi mismo, que las
velocidades medias en wuna corriente econdmica son inversamente
proporcionales a las secciones o capacidades econdmicas respectivas del eje
de comunicacion. Esto es:

vq4/vy = S9/ 51

Desde luego, debemos suponer que los flujos econémicos territoriales
que nos ocupan se hallan en un régimen que podriamos calificar como
tedricamente "estacionario", es decir, que su velocidad de desplazamiento no
depende del tiempo. De este modo, un tramo cualquiera de un eje
comunicativo podria representarse, esquematicamente, asi:

o = cte.

. ® entrante — - — @ saliente
1 2

El flujo econdmico que entra por un extremo es igual al flujo econémico
saliente por el otro extremo del eje. Con ello, se cumplira que:

Al ser el flujo estacionario, implicara que Q = cte., y si las secciones o
capacidades econdmicas son suficientemente pequenas, tiene lugar que:

Q = 151 v4-dSq = ISZ vp - dSy , de dénde:

vq4-dSq = vo-dSs , llegandose, en definitiva, a:

vV4:-Sq =vp-Sy ,

tal y como pretendiamos demostrar.

1.2. ECUACION DE CONTINUIDAD DEL FLUJO ECONOMICO

Una generalizacion conceptual de los conceptos expuestos al espacio
tridimensional (TORRES, 1970), conduciria a la consideracion de que en el
movimiento de una masa econdémica de bienes y servicios las velocidades de
sus distintas partes dependen, en general, de cuatro variables independientes,
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a saber, de su posicion geografica expresable en coordenadas UTM (x,y,z) y
del tiempo t. Sean, pues:

ux,y,zt) ; vix,y,z,t) ; w(xy,zt)

las componentes del vector velocidad de desplazamiento v de la particula de
masa economica que ocupa la posicion espacial (x,y,z) en el instante t, y sea
p(x,y,z,t) la densidad de la masa econdmica en dicho instante y lugar
(usaremos esta tipologia y no la 3, para no confundirla con la simbologia
comunmente empleada en la representacion de las derivadas parciales en el
célculo infinitesimal de funciones de varias variables).

Consideremos (en una regién o tramo de un eje comunicativo entre dos
territorios, sin fuentes ni sumideros) un recinto espacial R, con una seccién o
capacidad econdmica S, y calculemos la masa econdmica que penetra en
dicho recinto por unidad de tiempo. De una parte, sera igual al flujo econémico
territorial entrante por la cara exterior, en dicha unidad de tiempo, o sea
(aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski):

flyp-v-do = -Il_div(p:V) dV

Esto es: la integral de la divergencia del vector velocidad V en todo el
recinto o dominio de definicion R es igual al flujo o caudal econémico total,
siendo do el elemento infinitesimal de seccion o capacidad econdmica del eje
comunicativo y siendo dV el elemento infinitesimal de masa o volumen
economico.

Pero también podremos formular en funcién de la variacion de la
densidad de la masa econdmica por unidad de tiempo 6 p / 6 t, en cada lugar
geografico de coordenadas (x,y,z), dandq:

Il p/8t)-dv

Igualando ambas expresiones, resultara:

J.”R[(5p/5t)+div(p-_\7)].dv = 0 ,

cualquiera que sea el recinto R o tramo del eje comunicativo considerado, lo
cual exige la anulacion idéntica del integrando anterior, a saber:

dp/dt +d5(pu)/dx+d(pv)/dy+d(pw)/dz = 0

que seria la ecuacion de continuidad del movimiento de la masa econdmica. En
particular, si consideramos a la p = cte., dicha ecuacién de continuidad
quedaria reducida a:
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du/dx + dv/dy + dw/dz = 0.

En las aplicaciones propias del Analisis Territorial, la velocidad v
dependera exclusivamente de la posicidn, con lo que el flujo territorial que pasa
o transcurre por un mismo lugar geografico de un eje comunicativo lo hara
siempre con la misma velocidad (en un determinado espacio de tiempo), con lo
que no hallamos en presencia de un régimen "permanente" o "estacionario".
Las componentes de V(u,v,w) seran solo funciones de las coordenadas UTM x,
y, z. Si, ademas, derivasen de un cierto potencial econémico U (movimiento
irrotacional), la ecuacion que debe satisfacer este potencial de velocidades es
también la ecuacion de Laplace', esto es:

2U/5x2 + 52U/8y2 + 52U/822=0; AU =0,

puesto que u, v, w son las derivadas parciales primeras de U con respecto de
X, Y, Z.

1.3. MOMENTOS TERRITORIALES DE INERCIA DE LOS EJES
COMUNICATIVOS

En el Analisis Territorial, en fin, puede revestir cierto interés la
determinacion del momento territorial de inercia de un eje comunicativo AB con
respecto a los ejes coordenados que puedan haberse fijado en el territorio. Con
respecto a ambos ejes, los momentos respectivos vendrian dados por:

lx = [,z ¥2-ds ; ly = [ x2-ds

mientras que las coordenadas del centro del arco que forma el eje territorial AB,
de ecuacion F(x,y) = 0, o bien:

x = f(u) ; y =9 ,
deberan satisfacer las relaciones (PEREZ, 1976):

X:s = x-JABds = IABx-ds
y's=y [ .ds=]_y-ds

Considérese, otrosi, que la circulacién de la masa econdémica por un
mismo eje comunicativo puede efectuarse, casi siempre, en los dos sentidos,
razon por la que el estudio pormenorizado de estos flujos exigira, bien sea su
analisis por separado, bien la consideracion resultante de su balance
econdmico final en uno u otro sentido.

! Matemético, astrénomo vy fisico francés cuya obra es reconocida en la actualidad por la importancia de
sus aportaciones a la Ciencia en campos tan diversos como: Astronomia, Anélisis Matemético, Algebra,
Teoria de Probabilidades, Electromagnetismo, Termoquimica, Estudio del movimiento, Teoria de los
gases, Capilaridad,...
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2. LAS PERDIDAS DE CARGA ECONOMICA

En la practica, se produciran pérdidas de carga o energia econdémica
al circular las masas de bienes y servicios por dichos ejes, que se hallan en
campos economicos NO CONSERVATIVOS, a causa de los inconvenientes,
desgastes, retrasos y carestia de los procesos de transporte de las personas,
mercancias e informacion, que seran tanto mayores cuanto mayor sea también
la distancia TT' o menor sea la capacidad economica S del eje comunicativo, y
que explican por qué la atraccién o influencia socio-econdmica de unos nucleos
territoriales sobre otros decrece ostensiblemente con su alejamiento geofisico
asi como con la estrechez o precariedad de sus vias de comunicacion e
informacion. Seguira siendo valido, no obstante, el axioma o principio de
conservacion de la energia economica, de tal modo que entre dos secciones de
flujo cualesquiera, la suma de todas las diferentes formas de energia
permanecera constante, aunque deberan incluirse, en el balance, las pérdidas
de carga economica habidas entre ambas secciones o enclaves territoriales.
Esto es:

E1 = Eo2+AH , siendo:

m
—
1

carga economica en la seccién 1 (€%)

m
N
|

= carga econdmica en la seccion 2 (€%)

AH = pérdida de carga econdmica entre 1y 2 (€%)

Al respecto, podriamos enunciar que en un sistema territorial
econdmicamente aislado (esto es, que no recibe ni proporciona energia
econdmica alguna al sistema exterior), la energia econdmica total permanece
constante. Esto equivaldria a un cierto "principio de conservacion de la energia
econdmica", que senalaria que la energia econémica no se crea ni se destruye,
solo se transforma.

Desde una perspectiva o visidn estrictamente fisica o mecanicista de
los fendmenos econdmicos?, la unidad de medida de la carga o energia
econdmica y de sus pérdidas sera: €km., y la de J (pérdida de carga
economica unitaria), logicamente, sera: € (euros-fuerza).

La pérdida de carga econdmica asi definida podra ser uniforme a lo
largo de la trayectoria del eje territorial, o bien variar al alza en algunos puntos
singulares del mismo (por ejemplo, en los "cuellos de botella" que presentan las
ciudades incluidas en el trayecto), y para su determinacion sera necesario
recurrir a la experimentacion. Por cierto, un método que puede resultar

2 Tal como se contempla en el capitulo 10: “Una interpretacién mecanicista de los desplazamientos de las
masas econdmicas” del libro del mismo doctorando titulado: Analisis Territorial. Division, Organizacion
y Gestién del Territorio, en CADUP (Estudios), Centro Asociado de la UNED. Tortosa, 1990/91. Citado
en la bibliografia.
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conveniente y simplificativo para valorar dichas pérdidas de carga accidentales
consistiria en expresarlas en la forma de una longitud equivalente del eje viario
que produzca idéntica pérdida de energia economica.

Desde luego, las pérdidas uniformes o continuas a lo largo de dicho eje
podran evaluarse en funciéon de una "pérdida de carga econdmica unitaria"
(pendiente econdmica) y de la propia distancia TT = | (longitud del eje
comunicativo). Asi:

J = AH/I(€/Km.), o bien con mas precision:

J=lim. (AH/Al) = dH/dl ; dH=J-d ;
A= 0

1
H=lg Jodl =Jd-[1]p =41

de conocerse la funcion real de variable real: J = f (), en el eje territorial en
estudio. También podria denominarsele "pendiente motriz", y al depender de la
capacidad econdmica de cada tramo del eje, habra que calcularla
separadamente para cada uno de ellos y sumarlos todos: H = X J - Al, pasando
del campo continuo al discreto.

Utilizando un conocido simil hidraulico, podria ser posible cuantificar
dichas pérdidas de carga, en funcién del caudal econdmico circulante,
mediante una expresion del tipo:

J=n-Q2 , (0, mas genéricamente, J =n - QM)

similar a la expresion de la formula simplificada de Darcy para el calculo de las
conducciones forzadas o tuberias a presion. Asi pues, podriamos enunciar, por
ejemplo, que "la pérdida de carga economica en un eje comunicativo entre dos
territorios T y T' es directamente proporcional al cuadrado del caudal
econOmico circulante por élI". En general, sera facil deducir la influencia
preponderante de la seccion econdmica S sobre la pérdida de carga J y sobre
el caudal Q, observandose que una pequefa variacion de aquélla, en un eje
territorial de comunicacion, repercute notablemente en J, por lo que resultara
mas conveniente, en la praxis de la Planificacion Territorial, actuar sobre la S
con medidas infraestructurales (ampliando las vias de comunicacion o creando
otras nuevas) que actuar sobre la J (reduciendo las "fricciones" o los costes de
transporte).

La ultima expresién puede conducirnos a otras férmulas utiles para el
calculo o dimensionamiento economico Optimo de los ejes territoriales
comunicativos, puesto que:
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Q=-I/n=B-fI=B-~/AHII
Q2/p2=n-Q2=AH/I ,y: AH=n-Q2-|

Llegados a este punto, conocido ya el significado de las magnitudes: S,
Q, v y J, veamos que, a partir del conocimiento de dos cualesquiera de ellas,
podremos determinar las dos restantes. Por consiguiente, los problemas que se
presenten en la practica del Analisis Territorial pueden resumirse en los seis
grupos que indicamos a continuacion:

PROBLEMA DATOS INCOGNITAS
I Sy J vyQ
Il Sy Q vyJ
1] Sy v QyJ
\Y QyJ Syv
V Jy v SyQ
VI Qy v SylJ

Para el establecimiento de la formula general del movimiento uniforme
de los flujos econdmicos territoriales por los ejes comunicativos, habra que
configurar empiricamente las relaciones que ligan entre si aquellas cuatro
variables, basandose en las siguientes consideraciones o hipdtesis de partida
que provocaran una simplificacion del problema:

a) La pérdida de carga econdmica puede ser independiente de la carga
0 energia econdmica total (renta o producto total de los territorios),
dependiendo esencialmente de la seccidbn o capacidad econdémica del eje
comunicativo, asi como de la propia naturaleza de la corriente econdmica de
bienes y servicios (que determine su mayor o menor grado de "viscosidad" o
rozamiento interno).

b) Cuando la seccidn o capacidad economica portante de dicho eje es
constante, la velocidad media de circulacion es también constante y el
movimiento de la masa o volumen econémico sera permanente y uniforme, o
estacionario, para un caudal econémico determinado.
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3. EL MOVIMIENTO Y LA ENERGIA ECONOMICA DE LOS FLUJOS
TERRITORIALES

3.1. CONCEPTOS PREVIOS

Denominaremos potencia de la corriente econémica, en una secciéon
dada del eje territorial, a la energia econdémica total que lleva el flujo a través de
dicha secciéon en la unidad de tiempo. Expresaremos la potencia asi definida
como el producto de la energia econdmica por el caudal econémico, con lo
que:

dQ=v-dS (caudal economico instantaneo que transcurre
por dS en un instante dado)

dN=E v -dS , O sea:

N=J,E-dQ=]E-v-dS

Veamos, en fin, que para variar interesada o artificialmente la velocidad
de circulacion de una corriente econdmica, en direccidbn o magnitud, sera
necesario suministrar al sistema, como variable de accién, una fuerza
economica adicional. De acuerdo con el principio universal de accion y
reaccion, la masa econdmica ejercera una fuerza igual y opuesta sobre el
cuerpo fisico o administrativo que provoque dicho cambio de velocidad, a la
que denominaremos "fuerza economica dinamica" para distinguirla de las
fuerzas debidas a la carga econdmica estatica configurada por la masa de
renta o de recursos.

Por otra parte, utilizando un simil mecanico, veamos que siendo m la
masa o volumen econdmico comprendido, en un instante determinado, entre
las secciones 1 y 2, para evaluar la variacion de la "cantidad de movimiento
econdmico” o "momento territorial cinético" de esta masa en el intervalo
infinitesimal de tiempo dt, sélo sera necesario tener en cuenta la cantidad de
movimiento entrante en el punto 2 y saliente del punto 1, siendo ello asi puesto
que el producto: G = m - v, en cada punto del eje territorial, no varia, mientras
que el valor de su "energia economica cinética" (debida a la velocidad de
desplazamiento de la masa econdmica) vendra dado por la expresion
(TORRES, 1970):

Ec = (1/2) -m -v2
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, Segun se explica por el doctorando en anteriores estudios y propuestas suyas
sobre el tema®.

-
Desde luego, puesto que m es una magnitud escalar, el vector G tiene
. 0 7 = —’ rs
la misma direccion y sentido que el vector v (cuyas componentes quedaran
multiplicadas por m), expresandose, normalmente, en € - km./hora.
Considerando, ahora, a m compuesta por n submasas o particulas
n
economicas, tal que, m = Z m;, Vi € (1, 2, ..., n); veamos que la "energia
i=1
economica cinética total del sistema econdmico" vendra dada por la suma de
las energias cinéticas de todas las particulas econdmicas que integran el
sistema, con lo que:

n —
Ec == (1/2)-mj-v;?
i=1

La variacibn experimentada -entre dos instantes de tiempo
cualesquiera- de la E; asi definida, sera la suma de los trabajos econdémicos
realizados por todas las fuerzas econdmicas exteriores e interiores que actuan
sobre el sistema econdémico.

3.2. FORMULACION VARIACIONAL DE LAS LEYES QUE REGULAN EL
MOVIMIENTO DE LOS FLUJOS ECONOMICOS TERRITORIALES

3.2.1. Conservacién de la energia econémica

Siguiendo con nuestro simil dinamico y basandonos en el Calculo de
Variaciones clasico -que tiene por objeto la determinacion de curvas extremales
en el plano, en el espacio o en variedades de orden superior, y, analogamente,
de superficies extremales que hacen maximas o minimas ciertas integrales
extendidas sobre ellas, con determinadas condiciones de contorno- es Iégico
suponer que el movimiento de un punto material de masa econdmica m,
situado en un campo de fuerzas de atraccidon econémica de componentes
X(x,y,2), Y(x,y,2), Z(x,y,z), viene regido por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales de 2° orden:

m - d2x /dt2 = XXy ztx,y,z)=m-
X"

* Vide el capitulo 10, epigrafe 2: “Una interpretacion mecanicista de los desplazamientos de las masas
econémicas” del libro del mismo doctorando titulado: Andlisis Territorial. Division, Organizacion y
Gestidn del Territorio, en CADUP (Estudios), Centro Asociado de la UNED. Tortosa, 1990/91. Citado en
la bibliografia.
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m-d2y/dt2 = Y (x,y,ztx,y,2) = m-

y

m-d2z/dt2 = Z x,y,z,t,x,y,2) =m-

z

, Cuya integracion nos ofrece:

X=X (t, C1, C2, C3, C4, Cs, C6) =X (t, Ci)
y=y(t Cq,Cy, C3,Cyq, Cs, Cg) =y (1, Cj)

Z=Z (t, C1, Cz, C3, C4, Cs, C6) =Z (t, Ci)

, que son las ecuaciones generales del movimiento del punto de masa
econdmica m. Las 6 constantes de integracién las determinaremos por las

condiciones de contorng; por ejemplo, la posicién y la velocidad del punto en un
instante determinado (rg y v en el instante tg), seran:

Xo = Xp (tg, Cj) X'o = X'p (tg, Cj)
ro yo = yo(to. Cj) Vo Yo = Yo (to. Gy
zg = zg (tg, C)) Z'g = Z'g(tg, Cj)

, que es un sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas, que quedaran asi
determinadas. Integrando, ahora, el sistema de ecuaciones diferenciales inicial,
obtendremos ecuaciones de la forma: f (x,y,z,t,x',y',z") = C, que son integrales
primeras (PUIG, 1965).

En el caso mas general, las componentes X, Y, Z, de la fuerza de
atraccion econdémica serian funciones de la posicion geografica o coordenadas
UTM del punto (x,y,z), de su velocidad de desplazamiento (x',y',z') en el caso
de resistencia del medio, y del tiempo (en el caso de campo variable). Pero en
el enfoque del Analisis Territorial, admitiremos simplificativamente que X, Y, Z
son funciones sélo de x, y, z que, ademas, admiten una funcién potencial
economica U(x,y,z), tal que:

Uy=X ; Uy=Y ; U =2.

En este caso, se obtiene facilmente una integral primera multiplicando

las ecuaciones, respectivamente, por:

x-dt=dx ; y-dt=dy ; z'-dt=dz ,

y sumando queda la expresion:
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mx"-x'+y"-y +2z"-z2)dt = X-dx + Y-dy + Z-dz , o0 sea:
(1/2) - m-d(x2 + y2 + z22) = dUu
ecuacion diferencial que integrada ofrece:
(1/2) - m [(dx/dt)2 + (dy / dt)2 + (dz/dt)2]-U = C (constante)

, que se traducira en el que denominaremos teorema de la conservacion de
la energia econdmica, abreviadamente expresado por:

EC+Ep=E=cte.,
en que, como ya hemos visto:
Ec = 12-m-v2 = 12-m(x2 + y2 + z2)

constituira la llamada "energia econdmica cinética", y:

Ep = - U, esla "energia econdmica potencial",

siendo la suma de ambas una constante denominada "energia econémica total"
del punto o lugar geografico del territorio en cuestién. EI movimiento de los
flujos territoriales se verificara, pues, manteniéndose constante dicha energia
economica total.

3.2.2. La"accion econdmica" en el territorio

Ahora bien, el sistema de ecuaciones diferenciales relacionado al
comienzo del presente epigrafe se obtiene, asimismo, al tratar de hacer minima
la integral:

I(Ec - Ep)-dt

puesto que al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange® (ecuaciones
diferenciales de 2° orden) a la expresion:

* Euler (1707-1783): Matematico suizo, nacido en Basilea. Alli fue discipulo del gran matemético Johan
Bernouilli. Pasé la mayor parte de su vida en Berlin y San Petersburgo trabajando incesantemente en la
ensefianza y en la investigacién, a pesar de haber quedado casi completamente ciego los diecisiete
Gltimos afios de su vida. Analista, ante todo, cuidd de substituir cada vez més el simbolismo algebraico a
las consideraciones geométricas. EI nombre de Leonhard Euler va unido a un gran nimero de férmulas y
de teorias matematicas y es sindnimo de forma concreta y elegante, de andlisis sagaz y profundo. Dejé, a
su muerte, doscientos tratados manuscritos, que publicé sucesivamente la Academia de San Petersburgo.

Lagrange (1736-1813): Descendiente de una familia de la Turena (Francia), naci6 y estudié en Turin
(Italia). Su talento matematico no se reveld hasta los 16 afios. Entonces comenzd a estudiar las obras de
los antiguos gedmetras, y s6lo dos afios le bastaron para ponerse al corriente de ellas. En 1774 fue
nombrado profesor de la Escuela de Artilleria de Turin, y poco después inventaba el célculo de
variaciones. Euler fue el primero en comprender su genio matematico, nombrandole miembro de la
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(Ec - Ep) .
en la que E¢ sdlo depende de las derivadas primeras: X', y', Z', y Ep solo
depende de las coordenadas UTM: x, y, z, se obtiene:

1l
o

-85Ep/8x - d/dt - (8Eg/5x)

-5Ep/8y -d/dt- (8Eg/8Y) = O

-5Ep/8z - d/dt- (8Eg/8Z) = O

, es decir:

X -(d/dt)-m-x = 0
Y -(d/dt)-m-y = 0
Z-d/dty-m-2 = 0

, que coinciden con el sistema de ecuaciones diferenciales de referencia.

La expresion (Eg - Ep) - dt, que tiene las dimensiones del producto de

una energia economica por un tiempo (v. gr., €.hora, o bien, €*hora.Km.) se
denominara accién econdmica elemental, y su integral sera la accidn
econOmica total. Los movimientos 6ptimos o deseables de una particula
econémica m en un campo de fuerzas de atraccibn econdmica de
componentes:

X(xy.z) 5 Y(xyz) ; Z(xyz) ,

son, pues, aquellos que hacen minima la accion econdmica total entre dos
puntos cualesquiera del territorio, lo que constituye una adaptacion al Analisis
Territorial de los principios de Hamilton y de Maupertius, que se generalizan en
la dinamica de los sistemas y medios continuos a través de la Mecanica
Analitica (PUIG, 1965).

Como durante el movimiento es:

Ec + Ep = E = cte.
podemos considerar que:  Ec - Ep = 2E; - E

y todo movimiento que haga minima la integral que representa la "accién
economica total", esto es:

Academia de Berlin. En 1764 desarroll6 la teoria de la libracién de la Luna y, dos afios mas tarde, la de
los satélites de Japiter. En 1787 trasladd su residencia a Paris. Durante la Revolucién Francesa de 1789
fue Presidente de la Comision encargada de establecer el sistema métrico decimal de unidades. Napoledn
I le colmd de honores y le nombrd profesor de la Escuela Politécnica. Su principal contribucion al
Algebra esta en su memoria sobre la “resolucién de las ecuaciones numéricas”. Su obra més importante
es la denominada “Mecénica Analitica”.
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[QE. - E)-dt ,
y constante la E, hara minima la integral:
[2Ec-dt = m [v2-dt

Reciprocamente, veamos que los movimientos de los flujos
economicos territoriales que minimizan la integral:

[v2-dt = [v-dl (puesto que: v = dl/dt)

haciendo, simultaneamente, E = cte., son movimientos posibles de las masas
economicas de bienes y servicios en sus desplazamientos por el territorio.

Al cabo de este breve recorrido sobre la aplicacion del Calculo de
Variaciones al estudio del movimiento de los flujos econdmicos territoriales,
conviene recapacitar un poco acerca de sus dificultades en comparacion con
los problemas de extremos ordinarios (maximos y minimos absolutos y
relativos o locales) de la teoria de las funciones reales. En éstos, se piden los
valores numéricos de una o de varias variables independientes que hacen
maxima o minima una determinada funcion o variable dependiente de ellas,
con un campo numérico -en el que hay que buscar estos valores- de
propiedades perfectamente conocidas. Por el contrario, en el calculo de
variaciones se busca la funcion o funciones que optimizan una determinada
integral, que depende de ellas; las incognitas son aqui infinitas y el campo
funcional en el que se buscan las soluciones resulta de un grado de
arbitrariedad tan amplio que se impone restringirlo para hacerlo analiticamente
manejable. Se comprende, asi mismo, la dificultad de hallar condiciones
suficientes que aseguren la existencia de la solucion sin un estudio previo del
campo funcional en que se opere.

3.3. ANALISIS DE LOS PEQUENOS MOVIMIENTOS DE LAS MASAS
ECONOMICAS ALREDEDOR DE POSICIONES DE EQUILIBRIO

Consideremos, ahora, para fijar las ideas, un sistema de primer orden
de la forma (PUIG, 1965):

Vy=dx/dt=f(x,y,z)=X ; Vy= dy/dt=f(x,y, z) =

y
V,=dz/dt=f(x,y,z)=Z

(1)
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en el que la variable tiempo t suponemos que no figura en los segundos
miembros de las anteriores ecuaciones. Se comprueba inmediatamente que
toda terna de numeros: a, B, y, que satisfaga el sistema:

f(o, B,v)=0
¢ (a,B,y)=0
v (o, B,7)=0 (2)

proporciona soluciones estacionarias o constantes del sistema, a saber:

X=qa ; y=p ; z=y. (3)

Estos puntos del territorio o, B, y.designan, en consecuencia,
posiciones de equilibrio de una particula de la masa econdmica movil cuyas
ecuaciones de movimiento viene dadas por (1). Con objeto de averiguar si
dicho equilibrio es 0 no estable, estudiemos las soluciones del sistema en un
entorno diferencial de dichos puntos. Para ello, pongamos:

x=a+& ; y=B+n ; z=y+(

donde &, n, ¢, van a ser ahora las nuevas variables (supuestas infinitesimales)
y el sistema (1) se transformara en el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales lineal en &, n, {, de coeficientes constantes:

dé/dt=f(a+&B+m,y+ ) =f E+fpn+f,=¢
dn/dt=¢(a+&B+n,y+0)=0.E+opn+ o, =7

di/dt=y(a+&B+n, v+ =vwuE+ypn+y, (=0

, cuyas soluciones son de la forma: X ai-es"'t , donde las sj son raices de la
ecuacion caracteristica:

fo - S fg fy
Do, ¢ -S @ [ =0
Ve, VB Yy =S

Si los coeficientes de esta ecuacion cumplen la condicién de Hurwitz, la
parte real de todas las s; es negativa, es decir, que X, y, z, tenderan

respectivamente a a, B, vy, y este punto o lugar geografico del territorio o de un
eje comunicativo marcara una posicién de equilibrio estable de la particula de
masa economica de bienes o servicios (FRANQUET, 1990/91).

768



ANEXO 11

Obsérvese que del sistema de ecuaciones (1) se desprende el sistema
diferencial que define las trayectorias de las particulas econdémicas, a saber:

dx dy dz

fx.,y.2)  o(xy.z2) w(xy,2)

Los puntos del territorio a, B, y, son puntos singulares en la congruencia
de tales trayectorias, puesto que anulan los tres denominadores. El sistema
expuesto en (4), en definitiva, nos definira paramétricamente dicha congruencia
en las inmediaciones de tales puntos.

Para la consecucidn de mayores especificaciones respecto del
concepto de "equilibrio territorial”, mas en relacion a un territorio considerado
en su conjunto que referido exclusivamente a una cierta particula econémica
(tal como se define aqui), puede verse el apartado 2 del Anexo 15 de la
presente tesis doctoral.

4. LAS VELOCIDADES MEDIAS MAXIMAS DE CIRCULACION DE LA MASA
ECONOMICA

Prescindiendo, por el momento, de las pérdidas de carga en la
ecuacion de continuidad econdémica a lo largo de un eje, a saber:

Q=S-v=cte. ,

deducimos que, para conducir, por una via de comunicacion entre dos
territorios, un caudal econémico determinado Q (€/hora), puede operarse, bien
aumentando la capacidad de transporte de dicha via S (con lo que
disminuiremos la velocidad media de desplazamiento v de dicho caudal), o bien
reciprocamente.

También parece, a primera vista, que por simples razones de economia
o de coste de las infraestructuras, nos convendria mas escoger la segunda
opcidon, o sea, disminuir la capacidad o seccion S de la via de enlace; pero
debemos tener en cuenta que, con ello, aumentariamos peligrosamente el valor
de la velocidad media v de circulacion por encima de los limites deseables
establecidos por razones de seguridad e, incluso, de coste unitario del
transporte (al aumentar el consumo de carburante de los vehiculos, asi como el
riesgo de sufrir accidentes). De este modo, fijados "a priori" determinados
criterios economicos y legales limitativos de dicha velocidad (que quedaria en
v'g km./h.), la capacidad economica de la via en estudio quedara prefijada por

la expresion:

S=Q/ Vg (€Km.),
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en funcion del caudal econdmico a transportar.

En cualquier caso, para proceder a una determinacion mas exacta de la
seccidn o capacidad econdmica Optima, habra que empezar calculando el
coste global de la infraestructura proyectada incluyendo la cuantificacion
econdmica de su impacto ambiental (de resultar posible hacerlo), el valor de las
expropiaciones, ocupaciones temporales de los terrenos y servidumbres de
paso por los mismos, sus gastos de mantenimiento y explotacion, asi como los
costes financieros, amortizaciones técnicas y demas, todo ello al objeto de
minimizar el conjunto de los gastos anuales; se tratara, en definitiva, de hallar
el minimo de la curva de costes totales en funcion de la seccidn econdémica.
Pueden, incluso, emplearse variantes de los métodos clasicos empleados en
Hidraulica (TORRES, 1970), como los de Labye, Girette u otros. En este
sentido, la formula de M. Clément ofrece:

Q=p-no-q(1+U\/l/p-n0—1/n0)

siendo, para nuestro caso:

( Q= caudal econémico para el calculo de un tramo que alimenta n,
derivaciones de caudal q.
= probabilidad de demanda de una derivacion.

< U = valor de la funcién de Gauss acumulativa de la distribucion
tedrica de probabilidad normal, para una determinada
probabilidad de fallo de servicio (para un 99% se tiene: U =
2'326, y para un 95% se tiene: U = 1'645).

\

El empleo conjunto de estos métodos permitira resolver, casi
matematicamente, la optimizacion de la red en estudio.

Por otra parte, como ya vimos, las pérdidas de carga econdmica
continuas pueden expresarse de la forma (utilizando el simil hidraulico):

hp=Jd-1=n-Q2-1 ,

mientras que las pérdidas de carga accidentales o coyunturales vendrian dadas
por:

hs=n'-Q2-k ,

siendo k un cierto "coeficiente de resistencia en la singularidad" cuyo valor
deberia ser determinado empiricamente en cada caso, al igual que los
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parametros n y n’. De este modo, la pérdida total de carga econémica en un
eje comunicativo, seria:

ht=hf+hg=n-Q2-1+n"-Q2-k=Q2(n-1+n'" k) .

Si pretendemos exponer, como ya se ha dicho, la expresion de las
perdidas accidentales hg en forma de una longitud equivalente I' de eje

comunicativo que produzca la misma pérdida de energia econdmica, se tendra:

hg=h, ;o0sea:

nN-Q2-k=n-Q2-1', de dénde:

'=n'/n-k

5. CAUDAL ECONOMICO DE DISTRIBUCION UNIFORME
5.1. CASO CONTINUO

Hagamos, aqui, el supuesto teorico de la existencia de un eje territorial
de comunicaciones OB, de longitud | y capacidad econdmica S, con "servicio
en ruta" de espaciamiento uniforme y con derivaciones de fracciones del caudal
economico inicial idénticas a los diferentes enclaves o municipios por los que
transcurre. Si el numero de estas derivaciones o salidas es suficientemente
grande, se puede efectuar, con gran aproximacion, el calculo de la seccién o
capacidad econdémica necesaria del eje suponiendo que se distribuye un caudal
uniformemente repartido a lo largo del trayecto, el cual se obtiene sumando
todos los caudales de las derivaciones y dividiendo dicha suma por la longitud
total o distancia: | = OB. Se tratara, en definitiva, de un caudal econémico por
unidad de longitud del eje territorial.

En estos casos, puede asimilarse el movimiento de los bienes y
servicios circulantes por el eje comunicativo a una sucesién de movimientos
uniformes infinitesimales de ley variable con el caudal econémico -0 con la
capacidad economica del eje si ésta no es constante- debido a la proximidad
de los cambios y a la pequefa variacién del caudal. Si bien seria preciso, para
la intachable resolucion de este problema, el conocimiento exacto de dicha ley
de variacion del caudal, podriamos admitir, con buena aproximacion, que el
servicio en el trayecto se reparte uniformemente en toda la longitud del eje,
disminuyendo el caudal econémico en una cantidad q por unidad de longitud
del eje; es decir, que se gasta o consume un caudal econémico g por unidad de
longitud del eje.

Utilizando la siguiente notacion (TORRES, 1970):
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Qg = caudal econémico en el origen O.

= caudal econdmico derivado por unidad de longitud del eje.

q
Q = caudal econémico disponible en un punto genérico A del eje,
situado a una distancia del origen: OA = x .

Evidentemente, se verificara la formulacion:

Q=Qp-9-X 1,
siendo (q - x) el caudal ya distribuido en el trayectoUA.

Expresamos la pérdida de carga econdmica continua, en el tramo OA,
mediante la férmula:

X X
z=n-]; Q2-dx=n-fo (Qp-q-x)2-dx=

=“'IOX(QOZ'Z'Q'X'Qo+q2'X2)'dX=

=n(Qo2-x—q-Qo-x2+1/3-q2-x3)=
=n[(Q+ q-x)2 -x-q(Q+q-%X)-x2+1/3-g2-x3]=

“n(@2 x+Q-q-x2+13-q2-x3) (2),

que es la ecuacidon de una parabola cubica o funcion polinémica de tercer
grado (FRANQUET, 1990/91).

Si llamamos Qg al caudal econdémico residual o extremal que llega al
punto B del territorio, tendremos, segun la ecuacién anterior:

hr=n(Qe2 1+Qg-q-12+1/3-92-13) (3)

En el caso concreto de que a B ya no llegue ningun caudal econdmico
procedente de O, dado que todo el caudal se derivase uniformemente a lo largo
del eje de comunicacion, se tendra (TORRES, 1970):

Qe =0, vy, portanto: Qp=q-|

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3), resultara:
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hy=n3-q2-13=n/3-(q-1)2-1=n/3-Qp2 1 (4)
o bien: J=h/1=n-Qp2/3

expresiones éstas que nos indican que la pérdida de carga econdmica es la
tercera parte de la que se produciria si el caudal economico Qg inicial

recorriera todo el eje comunicativo hasta llegar intacto al punto B.
La ecuacion (4) también puede expresarse asi:
hy=1/3-n-Qp2-1=n-Q2-1 ,de donde:
Q=Qy/312=0577-qp (5)

lo que significa que la pérdida de carga econdmica es equivalente a la que se
produciria si por el eje comunicativo circulara un caudal econémico constante e
igual a:

Qo 13112 o sea, apenas un 58% del caudal inicial Qo -

Estudiaremos, a continuacion, el procedimiento que se utilizara para
determinar la capacidad econémica conveniente del eje, al objeto de que pueda
distribuir el caudal econdmico uniformemente repartido en la forma
anteriormente indicada.

La ecuacion (3) equivale a:
hy=n(Qe2+Qg-q-1+1/3-¢2-12)-1=n-Q2-1=J-1 ;

introduciendo, ahora, un caudal econémico ficticio Q4 que, al circular por el eje

de comunicacion de manera constante, produzca una pérdida de carga h, se
tendra:

Q2=Qg2+Qg-q-l+1/3-g2-12
Pero si tenemos en cuenta que:
(Qe+12-q-1°=Qe2+Qg-q-1+% g2 12<QP
(Qe+1/31/2'q'|)2=Qez+2/31/2'Qe'q'|+1/3'q2'|2>Q|2
resultando el valor del caudal ficticio Q4 acotado entre los limites:

Qe+(1/2)-q-I<Q1<Qe+(1/31/2)q-l , 0 lo que es lo mismo:
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Qe+05-q-1<Qq<Qg+0577-q-I

luego puede tomarse con suficiente aproximacion, como valor de Q4, para el
célculo de la capacidad econémica del eje comunicativo:

Q1=Qg+0%5-q-1+Q"

siendo Q" un caudal econdmico fijo para imprevistos, circunstancias
excepcionales, etc.

Conociendo ya: Q1 y J = h, /|, se halla faciimente el valor de la S
objeto del problema.

Si al punto B no llegara ningun caudal econémico (TORRES, 1970),
debera tomarse como valor de Q1, segun hemos demostrado:

Qq=0577 q-| ~ 58% de Qg .
5.2. CASO DISCRETO

5.2.1. Concepcién general

Por otra parte, en un caso discreto y no continuo de servicio o
distribucion del caudal econdmico, la pérdida total de carga econdémica que se
producira en una arteria de comunicacion entre dos territorios que presente ng
derivaciones con caudal econémico similar a intervalos regulares, vendra dada
por una expresion del tipo:

H=J-1-F

siendo F = f (ng) un coeficiente experimental de reduccion por salidas o

servicios, a estimar en cada caso. Por ultimo, el calculo de un tramo de eje
comunicativo de estas caracteristicas, pero que se continue en otro eje de
diferente capacidad econdmica, puede efectuarse prolongando ficticiamente el
tramo a calcular con otro tramo imaginario de similares caracteristicas, que
tenga también derivaciones analogas a intervalos regulares hasta agotar
completamente el caudal econdmico. Se calculan las pérdidas de carga
econdmica conjuntas de ambas tramos: el real y el ficticio. A continuacion, se
calculan las pérdidas de carga del tramo ficticio; se restan ambas y el resultado
final ofrece las pérdidas buscadas.

En cualquier caso, el célculo de la pérdida de carga econémica en un
eje comunicativo territorial, con distribuciéon discreta del caudal econdmico
desde un territorio inicial T (origen) a otro final T' (destino ultimo), de cuantia

constante por derivacion o salida y con salidas supuestamente equidistantes,
para el caso en que la primera derivacion estuviera a una distancia |5 del
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territorio T (o del centro de gravedad de sus masas econdmicas) igual al
espaciamiento entre las derivaciones |, presenta un grado de dificultad no
excesivo (FRANQUET, 1990/91).

5.2.2. Determinacion del coeficiente reductor y aproximacion de funciones

Como ya sabemos, la expresion que ofrece las pérdidas de carga
econdomica totales h en este tipo de distribucidon, con un eje territorial de
seccion o capacidad econdmica constante y longitud total L, sera del tipo:

h=J-L-F=n_-QM-L-F ,siendo:

No = numero de derivaciones o salidas.

F = f(ng,m) coeficiente experimental de reduccion por salidas.

m = coeficiente empirico en funcidon de la seccién econdémica y
caracteristicas infraestructurales del eje comunicativo,
utilizado en la formula empleada para el calculo de las
pérdidas de carga econdmica (anteriormente, hemos
supuesto: m = 2'00).

L = longitud total del eje comunicativo.

Q = caudal econdmico que fluye inicialmente desde el territorio T.

Matematicamente, no resulta dificil demostrar que el valor de F
respondera a la expresion:

F=1/n1M.%" iM =f(ny) (8) ,

i=1
para cuyo calculo puede emplearse la funcién aproximada:
1 1 m -1

F= + + =g(n 7
ot Tenz 9 (7)

En definitiva, el problema que se plantea (FRANQUET, 2003) consiste
en obtener la aproximacion de la funcion g(x) a la funcién f(x) con el minimo
error posible, en un entorno del punto de abscisa: x = ng, 0 dicho de otro modo,
que dada la funcién real de variable real: F = f(x), definida en x = ng, se
pretende encontrar otra funcion real de variable real: F = g(x) lo mas “sencilla”
posible y que se “aproximase” suficientemente a f(x) en un entorno de radio
suficientemente pequeno del punto considerado, hasta el punto que en x = ny,
también se cumple que: f(ng) = g(np). En este caso, el error que se comete en
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un entorno del punto x = ng, cuando en vez de f(x) se toma la funcién g(x),
vendra dado por:

E = |f(no + dx) — g(no + dx)|

Por otra parte, la medida de la aproximacion de g(x) a f(x) es un cierto
namero r, tal que el limite siguiente existe, es finito y distinto de 0O:
. E . [f(ny+dx)-g(n, +dx
i B _ ji (Mo + %) -g(ng +0x)
dx—>0 gdx"  dx—0 dx’

De alguna manera las funciones que llamamos “elementales” como sen
X, cos X, log x, €% ..., etc., no resultan, en realidad, nada elementales; por
ejemplo, si deseamos calcular sen x, encontramos que, salvo para unos pocos
valores: x = 0, x = /4, X = n/2, ..., etc., el calculo directo de sen x es imposible.
No ocurre asi con las funciones polindmicas:

f(x) = ap + a;x + ... + apx"

donde las operaciones a realizar son simplemente aritméticas. Por ello, tiene
gran interés obtener férmulas que permitan aproximar las funciones
irracionales o trascendentes mediante polinomios, con el fin de calcular de
manera aproximada los valores de aquéllas. Como es natural, en toda
aproximacion es preciso obtener estimaciones fidedignas del error cometido.
Obviamente, no podemos esperar un conocimiento exacto del error, puesto que
ello supondria también un conocimiento preciso de la magnitud que
aproximamos y haria innecesaria la aproximacion. Lo que deseamos, en
cualquier caso, es acotar, de manera que al realizar la aproximacion tengamos
la seguridad de que el error cometido no supera cierta cantidad.

Recordemos que en el Anadlisis matematico, el concepto de diferencial
supone una aproximacion lineal de la funcion en un entorno del punto en
consideracion. Diriamos que si f(x) es una funcién derivable en el punto ng, la
funcion afin g(x) es tal que:

g9(x) = f(no) + f(no) - (x = no)

y aproxima los valores de f(x) en un entorno de ny. Puede verse graficamente
asi:

776



ANEXO 11

yd g(x)
/

€=q(x)-f(x)

N\

f(x)

0 o > X

Fig. A-11.1. Aproximacion entre las funciones f(x) y g(x) en el punto: x = n,

No obstante, el sentido de la palabra “aproxima”, en la afirmacion
anterior, resulta, a nuestro juicio, excesivamente vago. Podemos precisarlo
mas si decimos que:

lim[g(x) - ) ]=0 (7)

X—>Ng

pero, aunque esa igualdad sugiere que f(x) y su aproximacién g(x) son mas y
mas parecidos cuanto mas préximo esta x de ng, no nos proporciona una idea
precisa de la magnitud del error cometido al sustituir f(x) por g(x) para un valor
particular de x.

Siguiendo este camino podemos afirmar, aun mas, que:

lim M:nm[fo‘) fn,) f(no)jzf'(no)—f'(no)zo )

X—>Ng X-n0 X—>Ngy X-n

Esta afirmacion contenida en la expresiéon (7”), aunque sigue siendo
imprecisa, resulta mas fuerte que la anterior (7’), y nos garantiza, no solamente
que el error |g(x)-f(x)| se hace mas y mas pequefio al acercarnos a ng, sino
también que esa cantidad comparada con (x-ng), que es una magnitud que
decrece hacia cero, tiende también a cero; esto lo resumiremos diciendo que
|g(x)-f(x)| tiende a cero mas rapidamente que (x-ng). Con simbolos, las
aseveraciones anteriores se expresan escribiendo:

g(x)-f(x)=o(x-n,)

que se lee g(x)-f(x) es un infinitésimo (una cantidad infinitamente pequena)
comparado con (x-ng). Esta notacién, que se corresponde con la “o pequena”
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de Landau® resulta muy util en el calculo de limites y para describir términos
cuya expresion exacta puede ser complicada, pero cuyo comportamiento en el
limite nos es conocido. Para precisarla mejor, damos la definicién siguiente
(FRANQUET, 2003):

“Decimos que la funcion h(x) es o((x-a)"), h(x) = ((x-a)"), si se cumple
que:

lim ) _ g
x—a (X_a)n

Asi pues, la notacién infinitesimal: o((x-a)") nos permite ofrecer
una informacién cualitativa mas que cuantitativa sobre el error cometido
en la aproximacion funcional.

Por otra parte, podemos esperar que si una funcion posee en un punto
varias derivadas, sea posible aproximar los valores de la funcién en un entorno
de ese punto por funciones, mas que lineales, polindmicas.

En algunos puntos de la recta real, la aproximacion de ambas
funciones puede ser total e incluso coincidente el valor que toman f(ng) y g(no).
Y asi, veamos como en un ejemplo practico cualquiera, si hubiéramos
supuesto, v. gr., un exponente de la velocidad de m = 2’00 y ng = 54 salidas o
derivaciones de una autopista o autovia), habriamos obtenido un coeficiente
tedrico de reduccion por salidas de:

(n, +1}(2n, +1) _2nf +3n, +1 1.1 1

L1111
6n; 6n; 3 2n, 6n

1
==+—+
3

=0'343
254 6547

F=1f(n,)=

y, también, la aplicacién estricta de la formula aproximada conduciria a la
obtencion exacta del mismo resultado, puesto que:

1 1 2-1 1
F=g(n)= + + =+
1+2 2-n, 6-n; 3

1 1

+ =0'343
2-54  6-54°

con lo que el error cometido en la aproximacion seria nulo (E = 0).

Recordemos, por ultimo, que al principio del presente epigrafe de
nuestro estudio se decia que se pretendia hallar una cierta funcién g(x) “lo mas

® Dada una cierta funcién f(x), con la notacién o(f), se designa cualquier funcion ¢(x) tal que se cumpla

que: IIm% =0. La condicién anterior puede sustituirse por la siguiente: Ve >0, corresponde un
X—a X

entorno: ¢*(a) donde:| @(x)|<e|f(x)|. Una ecuacién de la forma: ¢ = o(f) equivale, pues, a la relacién
anterior.
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sencilla” posible y que se aproximara “lo suficiente” a la funcién problema.
Anteriormente, ya hemos indicado como medir el grado de aproximacion en
cuestion; ahora bien, al objeto de no perdernos en subjetivismos, ;qué
debemos entender por la expresion “lo mas sencilla posible”™?.

En general, tomaremos como tales funciones las polindmicas o
parabdlicas (a partir del 2° grado), esto es, las de configuracion analitica del
tipo:

gx)=a+bx+cxt+dx’+ ..

cuyo grado nos vendra determinado por la aproximacion que deseemos
obtener y donde las constantes (a, b, c, d, ...) se hallaran con la condicién de
que la nueva funciéon g(x) se aproxime lo mas posible a la f(x).

La aproximacion mas sencilla, o sea, la de primer grado, es la lineal
ofrecida por la ecuacion de la recta tangente a la curva dada f(x) en el punto de
abscisa x = ng. Las aproximaciones de orden superior podran obtenerse por
aplicaciéon del conocido teorema de Taylor para el desarrollo de la funcion f(x)
en dicho punto. En cualquier caso, el problema eficazmente resuelto por
Christiansen alcanz6 una mayor complejidad, sin que, por razones
desconocidas por quien suscribe, dicho autor quisiera publicitar, en su dia, la
deduccion matematica de su famosa férmula, cuestion ésta que constituye,
precisamente, el objeto fundamental del presente capitulo de nuestro estudio
(FRANQUET, 1990/91).

En el caso concreto en que: m = 2'00, tal como hemos supuesto
anteriormente utilizando el simil hidraulico correspondiente a la aplicacién de la
férmula simplificada de Darcy para el calculo de tuberias, y teniendo presente
el valor de la suma de la serie numérica en cuestion® resultara en la expresion

(6):

E= 1 ng(n,+1)(2n, +1) _(ny+1)-(2n, +1) _

T 12 2
n, 6 6:n;

2n2+3n,+1
6:n>

=1/3+1/2n,+1/6n2

, que, como puede comprobarse, coincide exactamente con lo que resulta de la
expresion (7), sustituyendo el valor: m = 2'00. De hecho, dicha expresion

¢ Vide el libro del autor “Cinco temas de hidrologia e hidraulica”, cap. I, pp. 168 y ss. Citado en la
bibliografia.

779



UNA TEORIA ACERCA DE LOS FLUJOS ECONOMICOS TERRITORIALES

aproximada fue dada por Christiansen en 1942 para el calculo de las tuberias a
presion con distribucion discreta, caudal constante por derivacion y salidas
equidistantes, si bien su justificacién tedrica ha sido omitida en la bibliografia
especializada existente al respecto.

Pues bien, vamos a tratar, aqui, de explicar o justificar
matematicamente la mencionada aproximacién de Christiansen, basandonos,
inicialmente, en el concepto de suma integral.

En efecto, veamos que la expresion:

S MMy oM 4 3M 4 g™

i=1
representa la suma o adicion de las areas de los rectangulos yuxtapuestos de
alturas: 1M 2M 3M 4M sM ° 'y de base igual a la unidad.

SO

m

Fig. A-11.2. Representacion grafica de la funcion: y = x
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Como puede verse en la representacion grafica adjunta (realizada, v.
gr., para m = 2'00), la curva o funcién potencial y = xM, encierra, entre ella y el
eje de abscisas OX, un area que difiere de la buscada en aproximadamente la
mitad del area del rectangulo mayor, puesto que, efectivamente, la zona

representada en la figura anterior por la superficie rayada /7 /|, puede

considerarse equivalente a la mitad de la superficie de dicho rectangulo.

Desde luego, se obtendra una buena aproximacion a dicha
determinacién tomando para la expresion:

No

2 im,

i=1
el area existente debajo de la curva y sobre el eje de abscisas, pero entre los
limites u ordenadas extremas:

x=0 y X=ng+1/2 ,

por aplicacion del propio concepto de integral definida. El limite superior se
incrementara en 1/2 para obtener, precisamente, la mitad de la superficie del
rectangulo mayor, con lo que:

> o m+1
z imI o+l/2 Xm'dX=[Xm+1/m+1]8°+1/2=(n0+1/2) _

i=1 0 m+1

_n3’+1(1+1/2n0)m+1
m+1

Ahora bien, se cumple que:

(1+1/2ng)M T =1+ m+1)-1/2ny+
+M+1)-m/2-1/4ng2+ ...

por la férmula clasica del desarrollo del binomio de Newton-Tartaglia. Los
términos que no aparecen son de tercer grado y sucesivos en 1/ngy y se pueden

despreciar a efectos practicos, habida cuenta de su bajisima magnitud cuando
el numero de derivaciones o salidas ngy del eje comunicativo territorial resulta

suficientemente elevado, como acostumbra a suceder en la realidad
(FRANQUET, 2003).

Asi pues, el coeficiente experimental de reduccion por salidas,
anteriormente definido, tomara el valor:
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F=1/ny1*m. 3 im=

i=1

_nyt @+ (m+1)2/2n, + (m+1)ym/21/4n]
ng*t(m +1)

=1/m+1+1/2ng+m/8ny2 .

Con ello, ya hemos obtenido los dos primeros términos de la férmula
aproximada cuya deduccién es objeto de nuestro estudio, a saber:

1/ m+1+1/2ng.

Ahora bien, el tercero de ellos: m/8n02, no coincide con el (m—1)1/2/

2

6ng“, que encontramos en dicha férmula. Sin duda, ello se debe a que este

tercer término ha sido cambiado o alterado expresamente (lo cual resultaria
licito puesto que, en definitiva, nos hallamos ante un proceso de aproximacion)
con el unico objetivo de que la férmula sea valida para los casos particulares: m
=1, 2, 3.

Veamos, a continuacién, lo que sucede con cada uno de ellos:

Param =1, se tendra:

No
i=ng(ng+1)/2=1+2+3+..+ng ,
i=1
puesto que es la suma de los ng primeros términos consecutivos de una
progresion aritmética de razon igual a la unidad. Asi:

F=no(n0+1)/2n02=no+1/2no=1/2+1/2n0 :

A este nivel, hay que cambiar el término m/8n02 por otro como, por

ejemplo, m-1/8n02 , para que se obtenga 0 cuando m = 1.

Para m = 2, se tendra:

> 2=y g+ 1) (@2ng+ N]/6=1+22+32+ _+n,2

i=1

en efecto, ello puede demostrarse por induccion, dado que la igualdad anterior
se cumple, evidentemente, para ng = 1, puesto que:
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[1-(1+1)-(21+1)]/6=1 .
Supongamosla también cierta para ny. Entonces, se tendra:
12422432+ +ng2=ng(ng+1) - (2ng+1)/6 ,
y sumando (ng + 1)2 a los dos miembros, resultara:

12422 +32+ _+ng2+ (ng+1)2=ng(ng+ 1) 2ng + 1)/ 6 + (ng + 1)2 =

(ng*+1) [ng(2ng +1) + 6(ng+1)]/6 =

(Ng+1) [Ng(2ng +3) + 4ng +6]/6 =

(Nng*+1)[Ng(2ng +3) + 2(2ng +3)]/6 =

(ng+1)(ng+2)(2ng+3)/6

luego la igualdad resulta cierta para (ng + 1), tal como pretendiamos demostrar.
Asi pues, el coeficiente de reduccion por salidas adoptara el valor:

F=[(ng+ 1) (2ng+1)] /6ng2=(2ng2+3ng+1)/6ny2=

=1/3+1/2ny+1/6n52.

A este nivel, habra que cambiar el término m-1/8n02 por otro tal como

m-1/6 n02 , para que adopte el valor 0 cuando m = 1, y valga 1/6n02, cuando
m = 2.

Para m = 3, se tendra:

> B=ne2(ng+1)2/4=1+23+33+ _+ny3 ;

i=1

en efecto, al igual que en el caso anterior, veamos que esta identidad cumplese
para ng = 1. Siguiendo el mismo método de induccion, supongamosla también
cierta para ng. Entonces:

13423433+ +n3=(1+2+3+ .. +ny)2,

y sumando (ng + 1)3 a los dos primeros miembros de esta igualdad, resulta:

13423433+ +ng3+(ng+ 1)3=
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(1+2+3+...+ng)2+ (ng+ 1) (ng+1)2 =
(1+2+3+..+ng)2+ng(ng+1)2+(ng+1)2.

Pero, segun hemos visto en el primer caso (para m = 1), se cumple
que:

Np(Ng+1)=2(1+2+3+...+ng) ,
luego también:
no(no+1)2=2(1 +2+3+..+ng) (ng+1) ,v, porlo tanto:

13423433+ +n 3+ (ng+1)3=

0]

=(1+2+3+...+ng)2+2(1+2+3+...+ng)-(Ng+ 1)+ (ng+ 1)2 =

=[1+2+3+..+ng+(ng+ 112 ,

lo que prueba que la igualdad es cierta para (ng + 1), tal como pretendiamos

demostrar. Luego el coeficiente reductor de las pérdidas de carga econdémica,
adoptara el valor:

F=1/ng% - [ng2 (Ng + 1)2 14 = (ng® + 2ng3 + ng2 )4 ng? = 1/4 + 1/2ng + 1/4

n02

A este nivel, hay que cambiar el término (m-1)/6n02 por otro que siga
valiendo 0 para m = 1, que valga 1/6n02 param = 2 y que valga 1/4n02 para m
= 3. En este orden de ideas, veamos que resulta util su substitucion por el
término (m-1)1/2 /6n02 , pues dicha expresién vale 0 para m = 1, vale 1/6n02
param = 2, y, param = 3 no vale 1/4n02 en sentido estricto, pero si toma un

valor préximo que es: 2% 6 no2, y 272 16 = ('2357022 es aproximadamente

igual a: 1/4 = 0'2500000 (concretamente, el primer valor es un 94'28% del
segundo), lo que satisface, de hecho, nuestras exigencias practicas
(FRANQUET, 2003).

Siendo la férmula asi obtenida valida para los valores del exponente m
=1, m=2,m=3,0sea: me (1, 2, 3), resultara también valida para los
numeros reales no enteros del tipo: m € (1, 4), esto es: 1'..., 2'..., 3'..., ¥
también, aunque con menor grado de aproximacion, para los valores
supuestos: 4'..., 5'..., etc., que pudiera adoptar el coeficiente utilizado en la
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férmula empleada en el calculo de las pérdidas de carga econdmica del eje
comunicativo, segun los casos.

Asi pues resultara, en definitiva, un coeficiente reductor de la pérdida
de carga econdmica de:

F=1/(1+m)+1/2ng + (m-1)1/2/6n02 c.s.q.d.

Dicha férmula resultara valida para el caso concreto de que la primera
salida esté del comienzo del eje comunicativo territorial a una distancia | igual

al(r=1).
Es obvio, por otra parte, que cuando el numero de derivaciones o

salidas crece indefinidamente (el caudal econdmico se reparte a lo largo de
todo el eje comunicativo), la expresion anterior se convertira en:

lim. F = 1/(1+m) |
No—®

que constituye, en estas circunstancias, el valor al que tiende el coeficiente
experimental de reduccion que nos ocupa.

5.2.3. Expresion generalizada del coeficiente reductor

Hace falta, por ultimo, efectuar alguna otra consideracion. En el caso
particular de que Iy = I/2 (primera salida de masa econdémica a una distancia de

T igual a la mitad del espaciamiento existente entre las restantes salidas del eje
comunicativo), la expresion (6) tomara la configuracion siguiente:

nO
F=1/ngM" (ng-1/2)- (ngM/2+ z im
i=1
que, como ya se ha dicho, se cumplira exclusivamente para la relacion:

r=lg/1=1/2

Sea, ahora, el caso general de un eje comunicativo de longitud total L,
con servicio en ruta, provisto de ng, derivaciones de caudal constante q,

espaciamiento entre salidas | y hallandose la 1% derivacion a una distancia |
del territorio origen T. Asi:

785



UNA TEORIA ACERCA DE LOS FLUJOS ECONOMICOS TERRITORIALES

/ / A/ carretera secundaria

@ 1 2 3 17 18
carretera principal lq lq lq q ’q

Fig. A-11.3. Eje comunicativo con servicio en ruta y derivaciones equidistantes de caudal

econdémico constante q.

quesecumpliraVIl/ly=lp=..= =1L

Pues bien, el caudal econdmico de salida de T, que se agota en T,
sera:

Q=ng-q , (8)
y la longitud total del eje territorial, teniendo en cuenta que:
lo=r-1 ,es:
L=lg+(ng-1)-I=(r+ng-1)-1 (9)

Las pérdidas continuas de carga econémica en el tramo genérico i del
eje, comprendido entre las derivaciones i-1 e i, son:

hij=n-1I- Qim
y puesto que el caudal econémico circulante por el tramo i es:
Q=(g-i+1)-q ,

las pérdidas de carga econdmica en el tramo i podran expresarse también
como:

hi=n-l-(ng-i+1)M.-gMm .
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De este modo, las pérdidas de carga econdmica continuas en todo el
eje comunicativo, seran:

No No

h=> hij=n-gqM > ling-i+1)M=n-qM[ly" nom+z (ng-i+1M7 ;

i=1 i=1 i=2

y como, a la vez, se cumple que:

Ny no—1

(p-i+1HM=Y im |

i=2 i=1

quedara la siguiente expresion para las pérdidas de carga economica:

nyg—1
h=n-qM-Ir-ngM+> iM=n-QM-L-F

i=1

Ahora bien, teniendo en cuenta las relaciones (8) y (9), se obtiene:

ny—1
am - I(r-ngM+ > iM=nM-gM-(r+ng-1)-1-F ;dedonde:
i=1

nyg—1

r+1/ngM-> iM=(r+ng-1)-F ,

i=1

con lo que despejando el coeficiente de reduccidén F (que representaremos por
Fr, para cualquier valor que pueda adoptar la relacion r), se tiene:

ny-1
r+1/ng-> i"
F, = = 10
r+n, -1 (10)

que constituye la expresion generalizada del coeficiente de reduccion por
salidas, para cualesquiera valores de los parametros r, ng y m.

A continuacion, se han tabulado expresamente los valores de Fq(r = 1)
y de Fq/2 (r = 1/2), para diferentes valores de ng y de m, a saber:
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rg ™M= 1,7% m= 1,80 m= 1,85 m= 1,90 m =200
1 1, 000 1,000 1,000 1,000 1,000
2 0,532 0,525 0,518 0,512 0,500
3 0,455 0,448 0,441 0,434 0,422
4 0.426 0,419 0,412 0,405 0,393
5 0.410 0,403 0,397 0,390 0,378
6 0,401 0,394 0,387 0,381 0,369
7 0,395 0,388 0,381 0,375 0,363
8 0,390 0,383 0,377 0,370 0,358
9 0.387 0,380 0,374 0,367 0,355
10 0.384 0,378 0,371 0,365 0,353
11 0,382 0,375 0,369 0,363 0,351
12 0.380 0,374 0,367 0,361 0,349
13 0.379 0,372 0,366 0,360 0,348
14 0.378 0,371 0,365 0,358 0,347
15 0,377 0,370 0,364 0,357 0,346
16 0,376 0,369 0,363 0,357 0,345
17 0,375 0,368 0,362 0,356 (,344
18 0.374 0,368 0.361 0,355 0,343
19 0,374 0,367 0,361 0,355 0,343
20 0.373 0,367 0,360 0,354 0,342
22 0.372 0,366 0.359 0,353 0,341
24 0.372 0,365 0,359 0,352 0,341
26 0.371 0,364 0.358 0,351 0.340
28 0.370 0,364 0,357 0,351 0,340
30 0,370 0,363 0,357 0,350 0,339
35 0,369 0,362 0,356 0,350 0,338
40 0.368 0.362 0,355 0,349 0,338
50 0.367 0.361 0,354 0,348 0,337
100 0.365 0,359 0,353 0,347 0,335
200 0.365 0,358 0,352 0,346 0.334
@® 0,364 0,357 0,351 0,345 0,333

Tabla A-11.1. Coeficiente de reduccion F (r = 1/2)

A continuacion, puede verse que cuando r = 1 se producen ligeras
variantes en relacién a la tabla anterior. Asi:
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Ny m=1.00 m=175 m=1.80 m=1.85 m=1.90 m =200

1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
2 0.750 0.650 0.644 0.639 0.634 0.625
3 0.667 0.546 0.540 0.535 0.528 0.518
4 0.625 0.497 0.491 0.486 0.480 0.469
5 0.600 0.469 0.463 0.457 0.451 0.440
6 0.583 0.451 0.445 0.435 0.433 0.421
7 0.571 0.438 0.432 0.425 0.419 0.408
8 0.563 0.428 0.422 0.415 0.410 0.398
9 0.556 0.421 0.414 0.409 0.402 0.391
10 0.550 0.415 0.409 0.402 0.396 0.385
1" 0.545 0.410 0.404 0.397 0.392 0.380
12 0.542 0.406 0.400 0.394 0.388 0.376
13 0.538 0.403 0.396 0.391 0.384 0.372
14 0.536 0.400 0.394 0.387 0.381 2.370
15 0.533 0.397 0.391 0.384 0.379 0.367
16 0.531 0.395 0.389 0.382 0.377 0.365
17 0.529 0.393 0.387 0.380 0.375 0.363
18 0.528 0.392 0.385 0.379 0.373 0.361
19 0.526 0.3%0 0.384 0.377 0.372 0.360
20 0.525 0.389 0.382 0.376 0.370 0.359
22 0.523 0.387 0.380 0.374 0.368 0.357
24 0.521 0.385 0.378 0.372 0.366 0.355
26 0.519 0.383 0.376 0.370 0.364 0.353
28 0.518 0.382 0.375 0.369. 0.363 0.351
30 0.517 0.380 0.374 0.368 0.362 0.350
32 0.516 0.379 0.373 0.367 0.361 0.349
35 0.514 0.378 0,371 0.365 0.359 0.347
40 0.513 0.376 0.370 0.364 0.357 0.345
50 0.510 0.374 0.367 0.361 0.355 0.343
60 0.508 0.372 0.366 0.2359 0.353 0.342
80 0.506 0.370 0.363 0.357 0.351 0.340
100 0.505 0.369 0.362 0.356 0.350 0.338
150 0.503 0.367 0.360 0.354 0.348 0.337
300 0.502 0.365 0.359 0.353 0.346 0.335
= 0.500 0.364 0.357 0.351 0.345 0.333

Tabla A-11.2. Coeficiente de reduccion F (r=1)

No obstante, dado el infinito nUmero de valores posibles de r, resulta
mas practico que tabular la ecuacién anterior (10) basarse en los
correspondientes valores para r = 1 para el calculo del resto de los valores de
F. En efecto, puesto que se cumple la igualdad:

ng-1 Ny
> m=X Mg
i=1 i=1

y ademas de la ecuacion (6) se deduce que:

i im=|:.n01+m ’

i=1

también debera satisfacerse la igualdad:

ny—1
D im=|:.no1+m_nom ’
i=1

que introducida en la expresién (10), la transforma en:

Fe=Ir+1/ngM: (F-ngT*M-ngM ) /(r+ng-1)=(r+ng-F-1)/(r+ng-1)
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que permite la obtencion del valor de F, para cualquier valor de r, en funcion
del correspondiente a Fq (r = 1), para los mismos valores de los restantes
parametros ng y m. Obviamente, para ng = 1, también F, = 1'00, con
independencia de los valores de la relacion: r = |/I.

Finalmente, hay que hacer notar que, al ser posible en la practica del
Andlisis Territorial cualquier valor del parametro r, este coeficiente generalizado
permite el calculo directo de las pérdidas de carga econdmica en un eje
comunicativo de caracteristica unica, formado por un tramo inicial de cualquier
longitud en régimen permanente y uniforme o estacionario y de un tramo final
con distribucion discreta del caudal econdémico y servicio en ruta.

EJEMPLO: Se trata de un eje comunicativo (autopista o autovia) con
22 salidas de la masa econdmica de bienes y/o servicios a otros tantos nucleos
urbanos e industriales, espaciadas a un promedio de 8'5 km., estando la
primera salida a 3'6 km. del centro de masas del territorio origen T.

Admitiendo, como venimos haciendo, que: m = 2'00, de la ecuacion (7)
resulta:

F=1/3+1/44+1/6222=0'3564 ~ 0'357

como también puede comprobarse en la tabla correspondiente parar = 1.

Eneste caso, r=15/1=3'6/8'56=042353, con lo que:

Fr =(042353 + 22 - 0'357 - 1) / (0'42353 + 22 - 1) = 7’27753 | 21'42353 = 0'340

que es el valor que pretendiamos hallar.

También, en este caso, se tendra una longitud total del eje
comunicativo de:

L=21-85+36=182"1km. ,

con lo que, para una seccion o capacidad econémica de dicha infraestructura
de 106 €/km. y una velocidad media de 65 km./hora, se tendra un caudal
economico inicialmente circulante de:

Q=S v=65x 100 €hora ,
lo que implica unas pérdidas de carga totales entre los territorios Ty T' de:

h=n-Q2-L-F=n-(65x106)2-182'1 - 0'340 =
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= 261.586'65 - 1012 - n (€*.km),

quedando el resultado final del problema propuesto a expensas de la
determinacién empirica del valor del parametro o coeficiente n.

6. EJE COMUNICATIVO DE CAPACIDAD VARIABLE
6.1. METODO DEL EJE EQUIVALENTE

Sea el caso, por ejemplo, de un eje territorial de comunicacion entre
dos territorios T(A) y T'(B), con k secciones o capacidades diferentes: S4, So,

..., Sk, de longitudes respectivas: 14, I, ..., Ix. Las ecuaciones de continuidad y

energia, anteriormente expuestas, establecen las dos siguientes relaciones que
deben ser satisfechas simultaneamente (TORRES, 1970):

Q=Q1=Qo=..=Q

k
h=hq+hy+..+hc= D, hi
i=1
Para un caudal econdmico dado de valor Q, la pérdida de carga total en
la conduccion sera, despreciando las pérdidas accidentales en los puntos
singulares de la misma:

k
h=dq -l +dp-lp+ o+ di-l= D, Ji-li .

i=1

Pues bien, puede resultar practico el procedimiento de sustituir -a los
efectos del calculo- el eje territorial de comunicacién entre ambos territorios por
un unico eje equivalente, de seccidbn o capacidad econdmica constante.
Diremos, pues, que un eje territorial es "equivalente" a otro cuando la pérdida
de carga economica, para un caudal econdomico dado, es la misma que la del
conjunto de sub-ejes a los que sustituye.

Siendo | y S las dimensiones del eje equivalente al eje mixto real con k
secciones diferentes anteriormente definido, vamos a demostrar que si para un
caudal econémico Q se cumple la condicién: h = H, siendo H la pérdida de
carga del caudal econdmico Q en el eje equivalente, esta condicidén se seguira
verificando para las pérdidas correspondientes a cualquier otro caudal Q'.

Por hipodtesis, se tendra:
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e introduciendo en ambos ejes comunicativos un nuevo caudal econdémico
arbitrario:

Q=a0a-Q,

resultara que la pérdida de carga econdémica total en el sistema valdra, ahora:

h'=hy'+hy'+..+h =Y hi'=H .

k
i=1

Ahora bien, segun el simil hidraulico establecido por la férmula
simplificada de Darcy (simil hidraulico), se obtiene:

(h1=n1-l1-Q2 ; h1'=n1'|1'(OL'Q)2;
h2=n2-I2-Q2 ; h2'=n2-I2-(a-Q)2;
Lk =Nk Ik Q2 hk'=nk - Ik - (o Q)2 ;

y dividiendo ordenadamente, resultara:
h1'/hqy=ho'/hyp=..= hk'/hk=h'/h=a2 , 'y también:
k
h'=> hi=a2(hq+hy+..+h)=02-h,
i=1

y como: H' = a2 - H, quedara también demostrado que: H' = h'.

En consecuencia, el problema del estudio o analisis de los ejes
comunicativos de capacidad econdémica variable (carreteras de diferente
anchura o categoria, vias férreas sencillas, dobles o de alta velocidad, sistemas
convencionales de telecomunicacién por cable coaxial o fibra optica, etc.)
puede reducirse al de un solo eje de seccion econdmica prefijada y de una
cierta longitud. Puede ser conveniente, en fin, la fijacion de la seccion o
capacidad econdmica del eje equivalente igual a la del sub-eje mas largo del
sistema territorial en estudio, quedando reducido el problema a la
determinacion de la longitud | del eje equivalente. En la practica del Analisis
Territorial, el valor de | podra calcularse facilmente introduciendo un caudal
economico arbitrario cualquiera Q en el sistema real en estudio y determinando
el valor correspondiente de h. Entonces, como sabemos que dicho caudal Q ha
de producir la misma pérdida h en el eje equivalente de capacidad econdémica
prefijada S, con los valores de Q y S se calculara la pérdida de carga
econdomica unitaria J, con lo que:
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I=h/J.
Supuesto de aplicacion:

Asi, dado un eje comunicativo entre dos territorios, de capacidad
economica variable, se desea saber cual es el caudal econdmico Q' capaz de
producir una pérdida de carga economica total h'.

- Datos del problema: 14,19, ..., Ik ; S4,S9,..., Sk ; h'.
- Incognita del problema: Q' .

Pues bien, sustituyendo el eje real por un eje equivalente de capacidad
econdmica prefijada S, calcularemos | por el procedimiento anteriormente
indicado. Por fin, en el eje equivalente, con:

J'=h'/l y S, podremos hallar el valor buscado del caudal econémico Q'.

6.2. METODO DE LOS PORCENTAJES

En un eje comunicativo de capacidad variable, se verifica que la
pérdida de carga econdmica se reparte en porcentajes constantes, para cada
tramo, independientemente de la cuantia del caudal econdmico circulante.
Dichos porcentajes pueden, por tanto, determinarse haciendo circular, por el
sistema territorial, un caudal econdmico arbitrario. Debe tenerse en cuenta, no
obstante, que segun la naturaleza de la masa de bienes y servicios constitutiva
del flujo territorial en cuestion (tipos de mercancias o servicios profesionales,
etc.) las pérdidas de carga econdmica también podran ser diferentes. Ello ya ha
sido expuesto en el anterior epigrafe 2.

Si hacemos circular, sucesivamente, dos caudales cualesquiera: Q y Q'
= a - Q, segun hemos visto anteriormente, se tendra que (TORRES, 1970):

hi'/hy=hg'/ho=..=h'/h=h"/h=0a2 ,
0, lo que es lo mismo:
(hi/h=hy/h'=a ;

ho/h=hs'/h'=b

_ hk/h=h/h'=s ; cs.qd,
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Asi pues, si pretendemos resolver el ejercicio del epigrafe anterior por

el presente meétodo, partiremos de un caudal econdmico arbitrario Q,
hallandose: h4, ho, ..., hg, h, con lo cual conoceremos los porcentajes:

h'/hN=a ; ho'/h=b ; ....... Ch/h=s

y con uno de los valores: hq', ho', ... , hy', y la capacidad econdmica
correspondiente: Sq, So, ..., Sk, se halla el caudal econdémico Q' que andamos

buscando. Como comprobacién del método expuesto, puede hallarse el Q' en
otro tramo del sistema territorial en estudio.

7. EJES COMUNICATIVOS EN PARALELO
7.1. METODO GENERAL

Un caso que usualmente podra presentarse en el Analisis Territorial,
sera aquel en que la comunicacion entre dos nucleos territoriales A 'y B no es
unica (a través de un sélo eje) sino multiple o compleja, mediante diversas
carreteras, vias férreas o0 redes de telecomunicacion de diferentes
caracteristicas dimensionales. La ligazén entre ambos polos o nucleos tendra
lugar, pues, mediante k ejes comunicativos. Desde luego, en este analisis
pueden excluirse los enlaces maritimos o aéreos, por razones obvias de
asentamiento espacial.

También puede suceder, en la practica de la creacion de nuevas
infraestructuras de transporte o de telecomunicacion, que cuando una via ya
existente resulte insuficiente para atender las necesidades motivadas por una
ampliacion o incremento del caudal econdmico circulante, sea mas interesante
el duplicar en parte o en su totalidad la longitud del eje existente mediante la
creacion de otro nuevo, que sustituirle por otro de mayor seccion o capacidad
economica. Ello se viene haciendo, por ejemplo, mediante el "doblado" de las
vias férreas, o bien mediante el trazado de una autopista o autovia paralela a
una carretera nacional o comarcal de trafico sobresaturado.

A diferencia de los ejes comunicativos estudiados hasta ahora, en los
que el mismo caudal econdmico fluye a través de todos ellos y las pérdidas de
energia economica son acumulativas, en los ejes comunicativos dispuestos en
paralelo las pérdidas de energia econdmica pueden ser las mismas o
diferentes en cualquiera de ellos y los caudales son acumulativos.

Puesto que las cargas econdmicas y sociales (rentas familiares,
depdsitos bancarios, poblacion, ...) en A y B son comunes a todos los ejes
territoriales de comunicacién que en ellos convergen, el caudal econdmico total
se distribuira en dichos ejes de acuerdo con las cargas econdmicas actuantes
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en las conexiones o nucleos territoriales. Las ecuaciones de continuidad y de
energia, que deberan satisfacerse de modo simultaneo, seran las siguientes
(TORRES, 1970):

(y ello suponiendo iguales las pérdidas de carga econdémica en los ejes
comunicativos paralelos).

Si se conoce la pérdida de carga econdmica h entre los nucleos
territoriales A y B, el caudal econdémico total circulante puede hallarse
directamente sumando los caudales parciales:

Q1, Qg, ..., Qk

de los diversos ejes comunicativos, entre ambos puntos.

7.2. METODO DE LOS PORCENTAJES

En los ejes comunicativos en paralelo, también puede resultar practico
el resolver el problema anterior mediante el método de los porcentajes, que se
basa en la circunstancia de que en un sistema de ejes en paralelo, los caudales
econdmicos se repartiran en porcentajes constantes para cada eje,
independientemente de la pérdida de carga econdmica que exista entre los
nucleos territoriales. Dichos porcentajes, por tanto, pueden ser determinados
suponiendo entre los nucleos A y B una pérdida de carga econémica arbitraria.

En efecto, al circular por el sistema un caudal econémico cualquiera Q
se produce una pérdida de carga economica h, y para otro cierto caudal Q' la
pérdidaes:h'=a-h.

Evidentemente, se verificara:
h=nq-14 'Q12=n2-|2'Q22=...=nk-|k'Qk2 ;
a-h=nq-11-Q12=ny - Q922 = . =ng- - QK2
Dividiendo ordenadamente y extrayendo la raiz cuadrada, resulta:

Q/Q1=Qy'/Qp=..=Q/Q=Q/Q= a’? ,luego:
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Q41/Q=Qq'/Q=a ;
Qo /Q=Q2'/Q' =b ;

Q/Q=QK'/Q =s ;

estando: a, b, ..., s, expresados en tantos por uno (TORRES, 1970).
Supuesto de aplicacion:

Sea, por ejemplo, el caso de tres ejes territoriales dispuestos en
paralelo, que enlazan los nucleos territoriales A y B.

- Datos del problema: I1,loyl3 ; S1,S2y S3 ; Q
- Incégnitas del problema: Q4, Q2, Q3 y h.

Supongamos entre los nucleos territoriales A y B una pérdida de carga
arbitraria h' y tendremos las correspondientes pérdidas de carga unitaria en
cada eje:

Ji'=h'/ly ; Jo'=h'/ly ; J3'=h'/l3

Con estos valores y las respectivas secciones economicas: Sq, So y
S3, hallaremos los correspondientes caudales econémicos: Q'q, Q'2 y Q'3, los

cuales nos daran los porcentajes (expresados, en realidad, en tantos por uno):

Qq7(Q1 + Q2 +Q3)=a;Q/(Q1 + Q2" +Q3)=b; Q37 (Q1 + Q"+ Q3) =
c;

at+tb+c=1

Repartiendo ahora el caudal econdmico total Q con arreglo a estos
porcentajes para cada eje territorial, tendremos:

Q-a=Qq;Q-b=Qy ; Q-c=Q3

y ya en uno cualquiera de los ejes, por ejemplo en el primero, conociendo Q1 y
S1 obtendremos J4 y, finalmente: h=Jq - 14 .

Como comprobacion a lo expuesto, se pueden calcular las pérdidas
totales: Jo y J3, y ver que se cumple la expresion:

h=Jq-14=do-lp=J3-l3 .
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7.3. METODO DEL EJE EQUIVALENTE

Puede presentarse dicha situacion ante la conveniencia, por ejemplo,
de construir una moderna infraestructura de comunicacion o de transporte en
substitucién de otra u otras ya existentes y obsoletas (aprovechando, a veces,
el mismo trazado en todo o en parte del recorrido).

Para sustituir un sistema de ejes territoriales en paralelo por un nuevo
eje equivalente de seccién econdémica prefijada S, se procedera del siguiente
modo (TORRES, 1970):

- Datos del problema: I4,loyl3 ; Sq,S9,S3yS

- Incégnitas del problema: I.

Se supone entre los nucleos territoriales A y B una pérdida de carga
econdmica arbitraria h' y se opera como en la aplicacion del apartado anterior,

hasta obtener los caudales econémicos: Q'¢, Q' y Q'3.
Con Q =Q4 + Qo + Q3 , y la seccion S, se halla J', y el valor
correspondiente de |, sera:

l=h'/J" .

Un problema de ejes comunicativos en paralelo puede, pues, reducirse
al de un eje sencillo y unico, de capacidad econdmica prefijada y de una cierta
longitud, pudiendo resolverse segun los procedimientos ya conocidos
(TORRES, 1970).

8. EJES COMUNICATIVOS RAMIFICADOS

Este caso se halla representado en la figura siguiente, en el que las
ramificaciones 1-2 y 3-4 del eje principal 0-5 estan constituidas por otros ejes
territoriales. El problema que se planteara en la practica sera el de dimensionar
los diferentes tramos para que el sistema en conjunto distribuya los caudales
economicos previstos.

La representacion grafica seria la siguiente:
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Fig. A-11.4. Eje comunicativo ramificado.

Sea O el origen del eje territorial y sea O-1 el tramo principal del
mismo, que dispone de una carga econdémica inicial: OA + h. Numerando los
elementos de cada ramal con el subindice correspondiente al numero que lleva
en su extremo, y representando por las letras h la parte de la carga total
economica comprendida entre cada punto del territorio y el plano o nivel
econdmico de comparacion, tendremos el siguiente problema:

- Datos del problema: h, ho, hg, hg ; Q2,044,095 ; I, 12,13, 14, |5

- Incognitas del problema: hq, h3 ; S4, Sg, S3, Sy, S5

pudiendo plantearse las cinco ecuaciones siguientes:

h-hq=nq '|1(q2+q4+q5)2
hi-hy=ny -y az?
hi-hg=n3 I3 (ds + q5)?
h3-hg=ng-lg-qg?
h3 - hs =ns - I - q52

Los valores de los nj - V i € (1, ..., 5), seran funcion de las
correspondientes S;, de acuerdo con las formulas empiricas establecidas al

caso. De este modo, el anterior sistema de 5 ecuaciones con 7 incdgnitas es
compatible indeterminado, por lo que tiene infinitas soluciones. No obstante, es
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posible su resolucion fijando las cargas economicas h4 y h3 o bien la velocidad
de circulacién en alguno de los ramales (TORRES, 1970). En nuestro ejemplo:

hi:h;ho;h3 , hg:hg;hg

El problema puede, pues, resolverse mediante aproximaciones
sucesivas, o bien con el auxilio de un programa adecuado de ordenador. Al
tantear la carga econdmica en los nucleos territoriales, debe seguirse el criterio
de obtener capacidades econdmicas ajustadas, y que los valores de la
velocidad media sean aceptables, basandose en razones de orden técnico y
legal. Asi mismo, se procurara que el régimen de velocidades en el sistema sea
lo mas uniforme posible, es decir, que no se produzcan diferencias
substanciales de velocidad al pasar de un tramo del eje territorial al siguiente
(lo que conllevaria desajustes, retenciones o inadaptaciones diversas).

Una generalizacién del problema expuesto, en la que se conocen de
antemano los valores de los caudales econdmicos maximos que pueden
circular entre los diversos nucleos territoriales (en base, claro esta, a las
correspondientes capacidades econdmicas de los tramos y a valores limitativos
de las pérdidas de carga), se acomete en el epigrafe siguiente.

9. CAUDAL O FLUJO ECONOMICO MAXIMO A TRAVES DE UNA RED
9.1. LA FUNDAMENTACION TEORICA DEL PROBLEMA

Si en vez de considerar, como hasta ahora, el caso de dos unicos
puntos del territorio T(A) y T'(B) unidos entre si por uno o varios ejes
comunicativos, contemplamos el caso de diversos puntos del territorio (por
ejemplo, un conjunto de ciudades pertenecientes a la misma comarca) unidos
por varios ejes de diferentes caracteristicas dimensionales, nos hallaremos en
presencia del caso bien real de una malla o red territorial que no es mas que un
grafo finito y sin bucles, en el que cada arco o eje se le asocia un caudal
econdmico maximo ¢ (u) > 0, al objeto de no rebasar ciertos valores limites
preestablecidos de las pérdidas de carga econdmica, y en el cual:

- existe un vertice xqg y uno solo, tal que: r- xp = ¢. Este vertice xq se
llamara "entrada de la red" o "fuente".

- existe un vértice z y uno solo, tal que: T z = ¢. Este vértice z se
llamara "salida de la red" o "sumidero".

Por otra parte, un cierto flujo o caudal econémico ¢ de la red es una
cantidad ¢ (u) asociada a cada arco u de la red, tal que:

¢o(u)>0,vueU,

799



UNA TEORIA ACERCA DE LOS FLUJOS ECONOMICOS TERRITORIALES

ademas:

Z - (u) - z +o(u)=0 ,sii x#xg Yy Xx=#z

ueU, ueU,
y también: ¢ (u) <c (u),

habiendo representado por Uy~ el conjunto de arcos que inciden interiormente

en x, y por UX+ el conjunto de arcos que inciden exteriormente en x.

Por ¢, se representa la cantidad de bienes y/o servicios que llega al
vértice z, o sea, el "valor del flujo ¢".

Buscar el flujo maximo en una red equivale a hacer llegar el maximo
flujo economico al vértice z. El conocido algoritmo de Ford-Fulkerson
(DESBAZEILLE, 1969) permite resolver este problema, operando
sucesivamente del siguiente modo:

1.° Se hace pasar por la red cualquier flujo compatible teniendo en
cuenta las propiedades de los grafos.

2.° Se busca un flujo completo. Un flujo es completo si todo camino
que va de xq a z contiene al menos un arco saturado, es decir, tal que ¢(u) =

c(u).

3.° Sea o¢(x, y) un flujo completo; por un procedimiento iterativo se van
a marcar, sucesivamente, todos los vértices del grafo a donde se puede hacer
llegar una unidad de flujo suplementaria.

Se marca xq con el coeficiente 0.

Si xj es un vértice marcado, se marca con el coeficiente +i todo vertice
y no marcado, tal que:

X, y) € Uy o(xj, y) <c(xj, y) .

Si x; esta marcado, se marca con el indice -i todo vertice y sin marcar,
tal que:

(v.x)eU y oy, x)>0.

Si, con este procedimiento, se llegase a marcar el vértice z, existira
entre xg y z una cadena p de la cual todos los vértices son distintos y marcados

con el indice del vértice precedente (al signo préximo). Pongamos:

o'(u)=o(u), siugp; ademas: o'(u)=o(u)+1,
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si u € py u esta orientado en el sentido de la cadena que va de xg a z;
también:
¢'(u) = o(u) - 1

si u € py u esta orientado en el sentido inverso de la cadena p que va de xg a

Z.
T, (+ &} X,
. e X . Fe
T~ / (~J ,—'""‘:’
-~y u v -
@ (U< ciu) v >0

Fig. A-11.5. Cadena y flujo econdémico.

Es evidente que ¢'(u) es también un flujo y como ¢', = ¢, + 1, se habra
mejorado el valor del flujo econdmico territorial.

4.° Si para un flujo (pO no se puede mejorar mas el valor por el método
anterior, es decir, si no se puede marcar el vértice z, el flujo (po ha alcanzado su
valor maximo (cf. Teorema de Ford-Fulkerson).

Recordemos, en fin, que en la Teoria de los Grafos, que es una técnica
de la Investigacion Operativa, se denomina "cadena" a una sucesion ordenada
de arcos adyacentes con una orientacion cualquiera (DESBAZEILLE, 1969).

9.2. ALGUNOS SUPUESTOS DE APLICACION

Veamos, a continuacion, después de operar del modo senalado, los
resultados ofrecidos por tres redes diferentes de transporte entre 9, 10 y 11
puntos del territorio, respectivamente, que podian ser, por ejemplo, capitales de
comarca, unidos entre si por ejes comunicativos cuyos caudales econdmicos
circulantes maximos vienen dados por las cifras que figuran sobre los arcos del

grafo correspondiente, que se expresan en 106 €/hora.

Caso 1.2
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Fig. A-11.6. Solucién: Flujo maximo = 27 millones de €/hora.

Caso 2.°:

Fig. A-11.7. Solucion: Flujo maximo = 26 millones de €/hora.

Caso 3.°:

Fig. A-11.8. Solucion: Flujo maximo = 31millones de €/hora.

Veamos, en fin, que a los efectos de nuestra discusion, supondremos
que el flujo econémico se puede "crear" en la fuente y "eliminar" en el
sumidero. En el analisis de algunos autores, se introduce, a veces, un arco
ficticio desde el sumidero hasta la fuente denominado "arco de retorno", que
permite reintroducir de nuevo en la red el flujo que llega al sumidero y posibilita
un tratamiento homogéneo de todos los nudos de la red en algunos algoritmos
de obtencién del flujo maximo. Nosotros, sin embargo, no lo consideraremos en
nuestro enfoque del problema, sin que excluyamos totalmente su aplicabilidad
en el Analisis Territorial (retorno de mercancias, ...).

Si denotamos por ¢(x;, xj) al valor del flujo econémico que circula por el
arco o eje territorial (x;, xj), y se admite que dicho flujo se puede dividir

indefinidamente (habida cuenta de su propia naturaleza, esto es, formado por
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multitud de particulas econdmicas de bienes y/o servicios), y que en cada nudo
o nucleo del territorio, excluyendo la fuente y el sumidero, se verifican las leyes
de conservacion del flujo (esto es, que el flujo de entrada es igual al de salida),
se puede proceder, entonces, a la resolucion del problema planteado por medio
del algoritmo descrito.

También el flujo maximo por una red puede no ser unico
(DESBAZEILLE, 1969), en el sentido de que pueden existir diferentes

esquemas de flujo que proporcionen dicho maximo. En particular, si entre dos
nucleos territoriales x; y X; existen ejes comunicativos en ambas direcciones (x;j,

xj) y (Xi, Xj), se puede proponer un esquema optimo de flujos para el que, o bien
o(xj, xi) = 0, o bien ¢(x;, xj) = 0.

Asi, por ejemplo, el flujo maximo correspondiente a la figura A-11.9.
supone la circulacion de un flujo por los arcos (2, 3) y (3, 2) dado por:
o(x2, x3) =2 ; o(x3, x2) =4
Si definimos, entonces:
¢(x2,X3) =0 ; o(x3,x2)=2 ,

se obtiene un nuevo flujo, compatible con las restricciones, que mantiene el
mismo valor del flujo total, esto es, un nuevo flujo maximo en la red, pero con la
particularidad de que ahora el flujo econdémico por el eje territorial (2, 3) es nulo.

El problema planteado puede verse en la siguiente figura:

Caso 4.°:

Fig. A-11.9. Solucién: Flujo maximo = 43 millones de €/hora.

9.3. GENERALIZACION Y CONCLUSIONES
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De hecho, el proceso de redefinicion de un esquema de flujo maximo
en dos arcos o ejes en sentidos opuestos entre dos nucleos territoriales, no es
mas que un caso particular de la redefinicion de un esquema de flujos
econémicos en cualquier "circuito" de la red, mediante la sustraccion de un
namero arbitrario a los flujos que circulan por los arcos del circuito, siempre y
cuando no resulten de ello flujos negativos.

En definitiva, el problema del flujo maximo consistira en encontrar la
mayor cantidad posible de caudal econémico que puede pasar desde el vértice
"fuente" de la red territorial al vértice "sumidero", cuando algunos -si no todos-
los ejes comunicativos tienen su capacidad de flujo limitada. Para ello, habra
que buscar cual es la seccion que deja pasar menos flujo, pues, aunque otras
posibles secciones de la red dejen circular mayor cantidad de flujo econémico,
éste no podra llegar hasta el punto de destino, por no poder atravesar dicha
minima seccidn "de minimo corte".

Hasta ahora, hemos visto como hallar el maximo flujo econémico que
puede circular por una red o grafo territorial, sin imponerle ninguna condicion
externa al sistema. Pudiera ocurrir, no obstante, que mas de un camino
ofreciera maximo flujo; si, en este caso, pudiéramos conocer los costes de los
distintos arcos (costes de las infraestructuras), podriamos acometer el
problema de la obtencién del maximo flujo al minimo coste, para lo que
aplicariamos el algoritmo correspondiente cuya exposicion se obvia aqui por
razones de espacio.

Observemos, por ultimo, que un caso bastante general que podra
presentarse, en la practica del Analisis Territorial, cuando se trate del estudio
del paso de un flujo o caudal econdmico de bienes y/o servicios a través de una
red territorial mas o menos compleja, sera el siguiente:

"existen _m localidades productoras de la masa econdmica, que debe
transportarse _a los mercados de n_ciudades consumidoras (o bien
reciprocamente, circulando el flujo econémico en sentido contrario). De cada
localidad productora salen ejes territoriales comunicativos directos hasta
algunas de las n ciudades consumidoras, pero, naturalmente, no hasta todas
ellas, conociéndose la capacidad o caudal econdmico maximo que puede
circular por cada arco o eje c(u), en base a su propia capacidad infraestructural
0_seccion_econdmica, asi_ como a los valores limites preestablecidos de las
pérdidas de carga econdomica. El| sistema territorial contemplado debe
organizarse racionalmente, esto es, de modo que pueda transportarse la mayor
cantidad posible de masa econdmica, pero sin exceder nunca la demanda de
cada _mercado ni la seccion o capacidad econdmica maxima de cada eje
comunicativo" (FRANQUET, 1990/91).
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10. APLICACION NUMERICA DE LA DETERMINACION DEL FLUJO
ECONOMICO MAXIMO

10.1. ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Ya ha sido descrito en el apartado anterior. Vamos a aplicarlo a una
malla o red territorial compuesta por 12 ciudades o nucleos territoriales, unidos
entre si por ejes comunicativos cuyas capacidades de transporte o caudales
econdmicos maximos se conocen de antemano. A saber:

Fig. A-11.10. Algoritmo de Ford-Fulkerson (I)

donde el coste de pasar una mitad de flujo por cada arco viene dada entre
paréntesis.

1.° Hacemos pasar por el camino 1-2-5-10-12 un flujo de 4.

Hacemos pasar por el camino 1-2-5-6-3-9-12 un flujo de 2, y queda:
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Fig. A-11.11. Algoritmo de Ford-Fulkerson (Il)

2.° Siahora se hace pasar por el camino 1-3-9-12, un flujo de 5.
Si ahora se hace pasar por el camino 1-4-7-11-12, un flujo de 6.
Si ahora se hace pasar por el camino 1-4-8-9-11-12, un flujo de 2.

Si ahora se hace pasar por el camino 1-4-3-9-11-12, un flujo de 2, queda:

Fig. A-11.12. Algoritmo de Ford-Fulkerson (l1I)

El flujo ahora es completo. Por eso aparecen las sefalizaciones, y con
ellas, un camino: 1-3-9-10-12.

3.° Aumentando en él, el flujo en 1, queda:
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Fig. A-11.13. Algoritmo de Ford-Fulkerson (1V)
Notemos que en el arco 10-9 el flujo ha aumentado debido a su
orientacion.
Ya aparecen las sefializaciones y un nuevo camino:

1-2-3-9-10-12, por el que pueden circular 3 unidades. Veamos, a
continuacion, el siguiente grafo:

Fig. A-11.14. Algoritmo de Ford-Fulkerson (V)

donde aparecen saturados todos los caminos.
4.° El flujo circulante ha sido de:
4+2+5+6+2+2+1+3 =25
Asimismo, aparece la linea de corte AB, a través de los arcos:
2 -5 de capacidad 6
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2 - 3 de capacidad 3
1 -3 de capacidad 6
3 - 2 de capacidad 2
4 -7 de capacidad 6
4 - 8 de capacidad 2

lo cual ofrece un corte total de 25 millones de €/hora, que representa el flujo
territorial maximo que puede circular por la red en estudio.

10.2. NUEVA PROPUESTA DE RESOLUCION

a) Por parte de este doctorando, surge una nueva propuesta de
resolucion de los problemas de obtencion de flujo maximo, basada en el
conocido procedimiento de la clasificacion u ordenacion en niveles de los
vértices de un grafo, en aquellos casos en que se trata de un grafo conexo y
sin circuitos, o bien resulte comodo, por reduccidn, llegar facilmente a él.

En el caso de la malla o red que venimos estudiando, vemos que existe
un circuito formado por los vértices(3) ® y (@, que constituye un subgrafo
fuertemente conexo. El grafo reducido, sera el siguiente (en el que sustituimos
dicho circuito por el nuevo vértice @ ):

Fig. A-11.15. Substitucién del circuito.

Su ordenaciéon de vértices hacia la antibase, por el método también
conocido como de "eliminacion de descendientes", conduce a lo siguiente
(FRANQUET, 1990/91):
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Fig. A-11.16. Ordenacion de vértices hacia la antibase.

Se tiene la siguiente clasificacion por etapas y niveles:
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I 11 111 IV J \ 1 Vi ETAPAS
CRTE T 28 T 25 T 3 T 3 T 29 T 725 FLUJOS

Fig. A-11.17. Clasificacion por etapas y niveles.

El corte minimo da 25 (en las etapas Il y VI), luego el flujo maximo es
25.

A través de la clasificacion anterior, se ha puesto de manifiesto una
prelacion bien clara entre las diversas etapas del esquema de flujos
economicos entre los diversos nucleos territoriales. En cualquier caso, debera
cumplirse que:

1.°) Todos los nucleos territoriales de un mismo nivel no deben poseer
"ascendientes” en el nivel siguiente.

2.°) El orden de los vértices o nucleos territoriales de un mismo nivel,
es independiente.

3.°) El flujo maximo que puede circular por la red territorial, vendra
dado por el de la etapa (o etapas) de flujo minimo. En este caso, la
II'y la VI, con 25 millones de €/hora.

b) Del mismo modo, si tratamos, ahora, de resolver por el método aqui
propuesto el grafo del caso 4° planteado en el apartado anterior, vemos que
existe un circuito, formado por los vértices: @ y (@ El grafo reducido
consecuente, substituyendo, v. gr., en la figura A-11.9, el circuito o camino
cerrado @ - () por el nuevo vértice B, ofrece:
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Fig. A-11.18. Grafo reducido.

Su ordenacion de vértices en niveles, hacia la antibase, se realiza del
siguiente modo, tratandose ya de un grafo territorial conexo y sin circuitos:

PlAl eS8y v v v vl
1 I | 2 1212110} X
A 2 e x [ x] x
4 l l | 3 | 2 1 0 | X | X
) | 1 0 | X | X | X | X
b 0 | X | X | X | X | X
METODO @@@@
- ® GP !
ww- (® Nt e
- @)
- @
"=W’—®

Fig. A-11.19. Ordenacién de vértices hacia la antibase.

La clasificacidon por etapas y niveles resultante, sera la siguiente:

811



UNA TEORIA ACERCA DE LOS FLUJOS ECONOMICOS TERRITORIALES

I 11 11 IV 4 ETAPAS
FLUJOS
CORTE b 43 8 52

Fig. A-11.20. Clasificacion por etapas y niveles.

luego, efectivamente, el corte minimo ofrece un flujo maximo de 43 millones de
€/hora, en las etapas Il y lll, coincidente con el resultado obtenido en el
expositivo anterior.

11. LAS "PERCUSIONES" ECONOMICAS

Puede resultar interesante, en el Analisis Territorial, el estudio de las
"percusiones" en el movimiento de los flujos econdmicos territoriales. En este
sentido, diremos que un sistema econdmico sufre o experimenta una
"percusion" cuando sus particulas econdmicas componentes (bienes y/o
servicios) cambian su velocidad de desplazamiento por un eje comunicativo en
un tiempo extremadamente corto, sin variar sensiblemente de posicién, con lo
que dichas particulas se moveran, en lo sucesivo, de forma diferente
(FRANQUET, 1990/91). Por tanto, el problema a resolver consistira en calcular

N
el Av para obtener informacion fidedigna acerca del movimiento econdémico
que tendra lugar a partir del instante posterior a la "percusion". Su
representacion grafica seria la siguiente, en un diagrama | - t:
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L= f(t)

Percusién

>t

Fig. A-11.21. Percusién econdémica.

Supondremos, en todo momento, que dichas percusiones son
originadas por fuerzas econdmicas muy grandes que actuan en un tiempo muy
corto.

A partir de ahi, podriamos enunciar diversos teoremas cuya
demostraciéon obviaremos por razones de espacio, a saber:

1) La variaciéon de la cantidad de movimiento econdmico de una
particula econdémica, durante un cierto intervalo de tiempo, es igual a la
percusion aplicada en ese intervalo, o bien a la resultante de todas las
percusiones actuantes sobre la misma. Ello resulta aplicable, asi mismo, a un
sistema mas o menos complejo de particulas econémicas.

2) La variacién de la proyecciéon de la cantidad de movimiento
economico de una particula econdmica sobre un eje territorial es igual a la
suma de las proyecciones, sobre dicho eje, de todas las percusiones actuantes
sobre ella.

3) La variacion del momento econdmico cinético de una particula
econdmica es igual al momento resultante de las percusiones que actuan sobre
ella, lo que también resulta extensible a un sistema de particulas econdémicas.

4) La variacién de la cantidad de movimiento econdmico total de un
sistema es igual cantidad de movimiento econémico de su centro territorial de
masas, supuesta concentrada en él la masa econdmica total del sistema y
aplicadas -también en él- todas las percusiones exteriores.
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5) Si consideramos, ahora, un flujo econémico territorial como un
conjunto de masas econdmicas aisladas y en movimiento, sometidas
exclusivamente a las percusiones interiores producidas por sus propias
fricciones de transporte o concurrencia en el mercado, podremos enunciar que:
"la pérdida total de energia econdmica cinética del flujo es igual a la adicion de
las energias economicas cinéticas de las masas que lo componen si cada una
de ellas estuviese animada de la velocidad de desplazamiento que ha perdido".
Ello explica la aparicion de las "viscosidades" o "rozamientos internos" a los
que también nos hemos referido anteriormente en el estudio del movimiento
uniforme de los flujos economicos territoriales por los ejes comunicativos, como
agentes causantes de las pérdidas de carga econdémica entre los diferentes
puntos de aquellos.

12. FLUJO ECONOMICO DE SUCESOS
12.1. CONCEPTUALIZACION GENERAL

Si en vez de suponer -como venimos haciendo hasta el momento- que
el caudal econdmico fluye por los ejes comunicativos de un modo permanente
y "continuo”, contemplamos el flujo de un modo "discreto" habra que abandonar
la concepcion hidrodinamica del fendmeno para enfocarlo desde la perspectiva
poissoniana de los fendmenos de espera o de la Teoria de Colas.

De este modo, entenderemos por "flujo econémico de sucesos" a una
sucesion de éstos (llegadas de bienes, servicios o informacién) a intervalos
aleatorios o determinados; supondremos que estos sucesos son entre si
homogéneos, por lo que el flujo se denominara asi y se representara por la
sucesion de puntos indicativos de los instantes temporales en que aquellos
sucesos se producen: tq, to, ..., t, ..., t, .... El flujo econémico se dira regular
si los sucesos acaecen en intervalos de tiempo determinados, y aleatorio en
caso contrario; es obvio que este supuesto parece el primero, por lo que a él
nos referiremos. A tal efecto, estableceremos las siguientes definiciones:

1. Flujos estacionarios: Un flujo econdmico se dira "estacionario”
cuando la probabilidad de que en un intervalo de tiempo t se produzca un
cierto numero de sucesos depende exclusivamente de la amplitud de ese
intervalo y no de su posicion relativa en el tiempo. Esto equivale a decir que el
flujo posee una densidad constante, expresada como el numero medio de
demandas (o llegadas al sistema) por unidad de tiempo.

2. Flujos auténomos: Son aquellos en que el numero de sucesos que
se producen en un intervalo no depende del que acaece en los restantes
intervalos, si éstos son disyuntos entre si y respecto del primero. Esta
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condicion entrafa que los accesos al sistema se verifican con independencia
entre si.

3. Flujos ordinarios: Se caracterizan porque la probabilidad de que en
un intervalo de tiempo elemental At se produzcan dos o mas sucesos es
despreciable con relacion a la de que acaezca uno solo. Es decir, en este tipo
de flujos, la llegada al sistema, en cada intervalo elemental de tiempo, tendra
lugar elemento a elemento.

Pues bien, cuando un flujo econémico reune estas tres condiciones
simultdneamente, se denomina flujo simple o flujo estacionario de Poisson
(debido a que el numero de sucesos que puede producirse en un intervalo fijo
cualquiera sigue el proceso estocastico de Poisson). Paralelamente, notemos
que este tipo de flujos posee una notable importancia en la teoria de los
fendbmenos de espera, tanto por su directa aplicacion a las cuestiones que ésta
aborda, cuanto por la posibilidad de que, en condiciones no muy restrictivas,
los flujos econdmicos territoriales no simples pueden reducirse a los de este
caracter.

12.2. EL DESPLAZAMIENTO MEDIANTE "ONDAS ECONOMICAS"

Veamos, ahora, como a través de los ejes comunicativos territoriales se
producen desplazamientos de la energia economica; si estos tienen lugar de
forma inconstante o "discreta", como por medio de unas ciertas "ondas
econdmicas", se enfocara su estudio desde la perspectiva poissoniana o de la
teoria de los fendmenos de espera (FRANQUET, 1990/91). En efecto,
imaginemos que en el instante t la "onda econdmica" ha llegado a la distancia
X, medida desde el origen del eje comunicativo, y que en el instante t + dt ha
sobrepasado la posicidon x alcanzando la distancia x + dx. Desde luego, las
"densidades de energia" en dicho eje, debidas al paso de la onda econdémica,
seran:

Distancia desde el origen
Instante
X X + dx
t Pen 0
t+dt 0 Pen

, de modo que se ha producido una propagacion de la energia econdmica a
una distancia dx en un tiempo dt, con una velocidad de desplazamiento:
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v = dx/dt

A partir de estas consideraciones, podremos definir, para este tipo de
flujos "discretos" de los sucesos economicos, el concepto de "intensidad de la
onda econdmica": sera la energia econémica que atraviesa, en la unidad de
tiempo, la unidad de seccidbn econdémica considerada normalmente a la
direccibn de propagacion del flujo econdomico discontinuo por el eje
comunicativo territorial.

En efecto, consideramos un tramo cualquiera de dicho eje vy
pretendemos determinar la cantidad de energia econdmica que transcurre por
un punto cualquiera o lugar geografico de dicho eje, en un cierto tiempo dt.

z

(direccién de
+x propagacion del flujo
econdémico )

Fig. A-11.22. Cilindro de masa econémica.

En un tiempo dt, la onda econdmica se habra desplazado y la cantidad
de energia econdmica que ha cruzado por la seccion dS sera la contenida en el
cilindro de volumen o masa econémica:

V(€)=v-dt-dS=m

Obviamente, la "energia econdémica" vendra dada por el producto de
dicho volumen econémico por la "densidad de energia econdmica"”, esto es:

y la "intensidad de la onda econdmica", que sera la energia econdmica por
unidad de seccion econdmica y por unidad de tiempo, vendra dada por la
expresion:

dE_ vdtdSp,

| = =V-p
ds .dt ds -dt en

Si representamos, ahora, la intensidad de una onda econdmica con
respecto al tiempo, obtendremos una grafica del tipo:
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1L lazo L

.
.
s
P

Fig. A-11.23. Representacion grafica de la funcion cicloide I(t).

Obsérvese, pues, que una onda econdmica transporta la energia "a
golpes" o “pulsaciones” y no de un modo continuo. A esta intensidad de la
onda, seria posible asignarle un cierto "vector radiante", cuyo significado fisico
fuera el que representa la intensidad instantanea de la onda econémica, siendo
su direccién y sentido los de propagacidon de la onda econdémica por el eje
comunicativo territorial (eje viario, de telecomunicacion o de teleproceso).

12.3. ALGUNAS APLICACIONES DE INTERES

A) Si suponemos, por ejemplo, que la figura anterior A-11.23 es una
curva cicloide de ecuacion (expresada en coordenadas paramétricas):

t=a (6-sen0)=g(0)
l=a-(1-cos0)=h(0)
, y tratdsemos de calcular, a lo largo de un lazo de dicha curva, la integral

curvilinea:

IC (t? +1%).dl , se tendria lo siguiente:
J'C(t2 +12).dl =IC [@a2 (0-sen )’ +a2 (1-cos0)2]-a-sen-do=

=3[ (02. . sen2 : .de =
—ajo (64-senb6-20-sen“O6+2senb-2cosbO-senb)-do=

= hemos hallado, los limites de integracién, ya que: | =a (1 - cos 6) = 0;

peroa =0 ;luego: 1 =cos 6 — (2 soluciones) 0 =0 y 2=n
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Integrando por partes, se tendra:

u= ez;du =20-d0

dv =sen0-d0
jez-sene-de= =-92-cose+j 20-cos0O-do=
V=-C0S0
u=0 ;du=do
dv = cos 0-dO

= =-62-cose+26-sen6-2'[ sen0-do =
VvV =5en0

=02-c0s0+20-sen0+2-cos0+C

=a3-[-02-cos0+20 sen O +2cos 0] +..=-6n2a3.

B) Considérese, asi mismo, las notables aplicaciones que, en el
Analisis Territorial, puede tener la integral definida para el calculo de longitudes
de tramos de ejes comunicativos, de fronteras o distancias interterritoriales, etc.
(FRANQUET, 1990/91). Y asi, veamos que para la curva cicloide que nos
acaba de servir de ejemplo, la longitud de un arco de la misma (suponiéndolo
asimilable, v. gr., a una frontera municipal o comarcal) se desprendera de las
ecuaciones paramétricas:

dt=a(1-cos0)-do
dl=a-sen6-dob
y por lo tanto: dS=a +/2—-2c0s0 -db-2a-senb6/2-do .

Un arco cualquiera, por ejemplo el primero, varia entre los valores
extremos: 6 =0y 0 =2n, con lo que la longitud o distancia pedida, vendra dada
por:

S=2af " sen6/2-do=4al-cos6/2]> =8a.

En cualquier caso, para una curva expresada en forma paramétrica, se
tendra, como es sabido:

s=["\/g'(0)* +h'(8)"-d0 .
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En el caso de que la ecuacion de la linea o curva territorial que nos
ocupa venga expresada en forma explicita, en coordenadas cartesianas
rectangulares, siendo y = f(x) una funcion real, uniforme, continua y derivable,
la distancia, siguiendo dicha linea, entre dos puntos del territorio A y B, vendra
dada por la integral definida:

S = [ A1+ (F(x)?dx = [[Jd*x +d%y

, y con la representacion grafica:

Y*Am

o a b
Fig. A-11.24. Distancia entre dos puntos del territorio.

integral que existira por haber supuesto la continuidad de y'(x), pues, en este
caso, es asimismo continua (y por ende integrable) la funcion:

Sea, por ejemplo, un eje comunicativo territorial de ecuacion:

y se trata de hallar la longitud del tramo de eje comprendido entre los puntos
del territorio de abscisas: x =0 Mm. y x =5 Mm.

dy/dx =3/2 - x1/2 :

b 5
S=j \/1+(dy/dx)2-dx:I\/1+9x/4-dx _
a 0

= 8/27 [(1+ 9%/ 4) 1° = (335/27) Mm. = 124'07 Km.

Por ultimo, tratandose de curvas planas expresadas en coordenadas
polares: p = p(w), donde: x=p-coso;y=p-sen o,

siendo:
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puntoP (x,y)

Fig. A-11.25. Transformacién de coordenadas cartesianas rectangulares a coordenadas

polares.
, se tendra:
J‘mzw/ dm:J':Z\/pz-dzcoerzp ;
es decir: dS = \/(p-dw)? +d?p .

Sea por ejemplo un territorio encerrado por la cardioide:
p=a(l-cosw) ,
y tratamos de hallar el perimetro territorial correspondiente.

Obviamente, la cardioide en cuestion quedara trazada cuando o varie
entre 0 y 2x, con lo que:

Fig. A-11.26. Territorio de planta de cardioide.
p>+ (dp/dw)2 =a2 (1-cos 0) + (a-sen 0)2 =4 a2 - senw/2 .

El perimetro buscado vendra dado por:
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S= _[0211\/p2 + (dP/dCO)Z 'd(x)=2aj'ozn sen /2 - do =

=-4 a|cos m/2]§" =-4a- (- 2)=(8 a) unidades de longitud.

C) Otra aplicacion interesante -que mejor encaja, de hecho, en el
posterior Anexo 14-, siguiendo con el mismo ejemplo, seria la determinacion de
la superficie del territorio supuestamente encerrado por un arco o lazo de dicha
curva y al eje de abscisas OX. Si consideramos el primer lazo, se tendra: 0 < 6
< 2m, con lo que:

g(®)=x=a(6-seno)
h(6)=y=a(1-cos0)

y el area buscada vendra dada por:

A:J‘eel h(e)g'(e)dezj‘eel a(1-COSe)'a(1'Cose)'de=
—azj 1-00392 do = a2 (1+cos29 2cos0)-do=

=a2[0-2send +'[ cos® 0 - do]>" .

Los valores de las coordenadas correspondientes a los diferentes
valores del parametro 0, seran los siguientes:

0 X y
0 0 0
nl2 a(n/2-1) a
T m-a 2a
3n/2 a(3n/2+1) a
2n 2ma 0

Teniendo, ahora, en cuenta que:

[ cos?20-do=] (1+cos20/2)-do=0/2+sen20/4+C

, Se tendra que:
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A=2a’[0-2sen0+0/2+sen26/4]" =

=3 r a2 unidades de superficie.

(normalmente, en el Analisis Territorial, seran MmZ2 6 Km2).

(*) El tema de las "pérdidas de carga econémicas" aqui planteado no es mas que una
generalizacion del concepto de "factor de friccion" frecuentemente empleado en los estudios de
Analisis Territorial. Pueden, incluso, plantearse submodelos gravitatorios en otros modelos de
simulacion espacial y prospectivos de la demanda de transporte de mercancias, que
contemplen provechosamente la existencia de dichos "factores de friccion" (ALMIRALL, J. Y
PARELLADA, M. Revista de Estudios Territoriales, 17: pp. 145-167, 1985). Para ello, debe
partirse del conocimiento de una matriz cuadrada que indique los tonelajes (o valores
monetarios) desplazados internamente y con el exterior de un territorio, y que se obtendra por
elaboracién y expansién de los datos de intercambios de mercancias por carretera y en
ferrocarril, conjuntamente con indicadores de la relevancia de cada subdivision territorial
calculados especificamente para el estudio. También se dispondra de las matrices de tiempos
de desplazamiento empleados por carretera en las diferentes zonas, y de distancias a lo largo
de las vias principales de comunicacion.

Para simular esta matriz base, se preferira un modelo gravitatorio al mas clasico de
FRATAR u otro similar basado en factores de crecimiento zonal, debido principalmente a la
insensibilidad de estas categorias de modelos a las aperturas de nuevas vias de comunicacién,
y a su tendencia a perpetuar inalterable un modelo porcentual de desplazamientos prefijado.

El modelo gravitatorio adoptado en el estudio mencionado, tiene la formulacion:
Tij =Gj= Aj Fij Kij 1 Z4 Fja Kjo Aa

donde:

Tij = Toneladas/ano transportadas entre las zonas iy j.

Gj ij = Totales de la fila y de la columna i-ésima y j-ésima de la matriz, equivalentes
respectivamente a la generacion y atraccion zonal.

Fij = Factor de friccion del viaje o impedancia del recorrido ("pérdida de carga
economica").
Kij = Factor de ajuste de las desviaciones de la tendencia central.

Los factores de friccion estan relacionados con las distancias y el tiempo de recorrido,
esto es: Fij =0 (Dij, Tij), y el criterio de ajuste consistird en la igualdad del histograma de

distancias de desplazamiento entre las matrices original y la simulada. Esta hipotesis sera
seleccionada tras computar diversas combinaciones distancia-tiempo, y no ser significativa la
matriz de tiempos en vehiculo particular.

El proceso de ajuste ha iterado las atracciones, al ser un modelo de Furness
doblemente constrefiido, mediante:
Gi=> T
0

Aj(n+1)=Aj - (Aj(N) /£ Tgj(n))
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ANEXO 11

donde Aj son los factores de atraccion de la zona j en las iteraciones (n) y (n + 1).

Para los factores de friccion se efectuara un proceso de ajuste mediante estimadores
de maxima probabilidad, determinando las nuevas estimaciones de los factores como:

F(L)=VT(L)/AT (L)

donde F (L) es el factor de friccion de los viajes separados por la impedancia L.
VT(L)= ) t
i

. Vi, jobservados tales que la impedancia sea L.
Debe considerarse que AT (L) es la estimacion n-ésima de VT(L).

Este proceso obtiene una matriz de desplazamiento con idéntica distribucién de
impedancia de recorrido que la original. La concordancia de histogramas, en el estudio
mencionado, resultdé ser de un 95'8%, y los coeficientes de correlacion entre la matriz
observada y la estimada fueron superiores al 95%.

La formulacion final de los factores de friccion fue la siguiente:
Fij (T) = 0'385 (T-0'753) x exp (-0'152T)
Puede verse que la impedancia de viaje es fuertemente disuasoria para el transporte
de mercancias, incluso en valores superiores a los usuales para el transporte de viajeros.

Se utilizaron factores de ajuste interzonal especificos siempre que se cumpliesen, a la
vez, las siguientes condiciones:

- Que la diferencia entre términos homologos de las matrices observada y estimada
fuese superior a 100.000 Tm/afio.

- Que dicha diferencia superase el 20% del término correspondiente de la matriz
observada.

Con estos criterios se obtuvieron 18 factores de ajuste, los cuales se explican
basicamente por las deficientes comunicaciones, o bien por tratarse de parejas de comarcas
unidas directamente por autopista.
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